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Посвящается памяти А. И. Станкевич

Предисловие

Íàïèñàíèå ýòîé êíèãè áûëî èíèöèèðîâàíî ïðî-
ôåññîðîì Àëåêñàíäðîì Èâàíîâè÷åì Ñòàíêåâè÷åì, ñ
êîòîðûì ÿ äîëãîå âðåìÿ ñîòðóäíè÷àë è äðóæèë. Ìíî-
ãî ëåò ÿ ðàáîòàë êîíñóëüòàíòîì îòäåëà, êîòîðûì îí
ðóêîâîäèë â îäíîì èç îáîðîííûõ ÍÈÈ. Âïîñëåäñòâèè
âî âðåìÿ ñâîåãî âèçèòà êî ìíå â Ñàí-Äèåãî îí ïðåäëî-
æèë íàïèñàòü äëÿ ñòóäåíòîâ òåõíè÷åñêèõ ÂÓÇîâ è
èíæåíåðîâ-ïðàêòèêîâ ó÷åáíèê, â êîòîðîì áûëè áû
èçëîæåíû ïðàêòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè íàäåæíîñòè.

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ ìíîãèå ãîäû çàâåäîâàë êà-
ôåäðîé ìàøèíîâåäåíèÿ è äåòàëåé ìàøèí â ÌÀÈ è îä-
íîâðåìåííî ðàáîòàë çàìåñòèòåëåì Ãåíåðàëüíîãî äè-
ðåêòîðà èçäàòåëüñòâà «Äðîôà», êîòîðîå âñå õîðîøî
çíàþò ïî îãðîìíîìó âêëàäó, âíîñèìîìó èì â äåëî îá-
ðàçîâàíèÿ â Ðîññèè. Â «Äðîôå» Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷
âîçãëàâèë íîâîå äëÿ èçäàòåëüñòâà íàïðàâëåíèå —
ñîçäàíèå ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû äëÿ âûñøåãî è ñðåäíåãî
ñïåöèàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ.

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Ñòàíêåâè÷ îñòàâèë î ñåáå ïà-
ìÿòü íå òîëüêî êàê çàìå÷àòåëüíûé ó÷èòåëü. Îí áûë
îòçûâ÷èâûì ÷åëîâåêîì, ãîòîâûì ïîìî÷ü êàæäîìó â
òðóäíûå ìèíóòû æèçíè. È ýòî íå äåæóðíûå ñëîâà: ÿ
èñïûòàë ýòî åãî êà÷åñòâî íà ñåáå.

Ïðåäëàãàåìûé òåêñò ðîäèëñÿ íå çà ïèñüìåííûì
ñòîëîì, à â ïðîöåññå èíæåíåðíûõ è ïðèêëàäíûõ ðàç-
ðàáîòîê àâòîðà â Ðîññèè (ÍÈÈ àâòîìàòè÷åñêîé àïïà-
ðàòóðû, ÍÈÈ ñèñòåì ñâÿçè è óïðàâëåíèÿ, ÂÖ ÐÀÍ) è
â Ñîåäèíåííûõ Øòàòàõ Àìåðèêè (SOTAS, QUAL-
COMM, Hughes Network Systems). Ïî÷òè âñå ìàòåðè-
àëû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ëåêöèÿõ êàê â Ðîññèè
(Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò, Ìîñêîâ-
ñêèé ýíåðãåòè÷åñêèé èíñòèòóò), òàê è â ÑØÀ (George
Washington University, George Mason University, Uni-
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4 Глава .

versity of California San Diego), à òàêæå äîêëàäûâà-
ëèñü íà ìíîãî÷èñëåííûõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåí-
öèÿõ â Áîëãàðèè, Âåíãðèè, Ãåðìàíèè, Äàíèè, Èçðà-
èëå, Èòàëèè, Êàíàäå, Íîðâåãèè, Ôðàíöèè, Øâåöèè,
ÑØÀ è ßïîíèè.

Â çàêëþ÷åíèå ìíå õîòåëîñü áû âûðàçèòü èñêðåííþþ
ïðèçíàòåëüíîñòü Àëåêñàíäðó Âëàäèìèðîâè÷ó Áî÷êîâó
çà áîëüøóþ ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ðóêîïèñè ê ïå÷àòè.

È. Óøàêîâ
Ñàí-Äèåãî
Êàëèôîðíèÿ
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5§ 1.1. Роль показателей надежности

Глава 1

Показатели надежности

Эффективность, качество и экономичность использования
технических систем характеризует целый ряд показателей.
Важнейшее место среди них занимают показатели надеж!
ности. Приводится анализ применяемых на практике пока!
зателей надежности.

§ 1.1. РОЛЬ ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ

Ãîâîðÿ î íàäåæíîñòè, íóæíî ââåñòè íåêîòîðûé êðèòåðèé êà÷åñò-
âà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, êîòîðûé ïîçâîëèë áû îïðåäåëèòü îòêàç
ñèñòåìû. Â ñèëó ìíîæåñòâà ïðè÷èí, åãî ïîðîæäàþùèõ, отказ ñèñ-
òåìû ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì случайным, ò. å. âðåìÿ óñïåøíîé ðàáîòû
ñèñòåìû äî îòêàçà ñëó÷àéíî. Âîññòàíîâëåíèå ñèñòåìû ïîñëå îòêà-
çà (åñëè îíî â ïðèíöèïå âîçìîæíî) òàêæå ïðîèñõîäèò çà ñëó÷àé-
íîå âðåìÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, äëÿ îïèñàíèÿ îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé
íàäåæíîñòè ìîæåò áûòü â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçîâàí àïïàðàò òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (ñì. Ïðèëîæåíèå 1).

Èíûìè ñëîâàìè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî показатели надежности ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ,
ñôîðìóëèðîâàííûå íà èíæåíåðíîì ÿçûêå.

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòà ðàáîòà íàä òåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé, заказчик
ôîðìóëèðóåò òåõíè÷åñêîå çàäàíèå. Ñîçäàâàÿ ñèñòåìó, разработчик
ïðîâîäèò ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû è íåîáõîäèìûå ýêñïåðèìåíòû,
÷òîáû áûòü óâåðåííûì, ÷òî ïðîåêòèðóåìàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðèò
òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëåííûì çàêàç÷èêîì. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàä-
åæíîñòè íà ðàííåé ñòàäèè ðàçðàáîò÷èê ïðîâîäèò àíàëèòè÷åñêèå
ðàñ÷åòû èëè ìîäåëèðîâàíèå äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïðàâèëüíîñòè
ïðîåêòèðîâàíèÿ. Çàòåì íàñòóïàåò âðåìÿ ñïåöèàëüíûõ èñïûòàíèé
íà íàäåæíîñòü, êîãäà åå òðåáóåìûé óðîâåíü ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî. Íàèáîëåå æå ïîëíàÿ ïðîâåðêà ñïîñîáíîñòè ñèñòåìû
áåçîòêàçíî ôóíêöèîíèðîâàòü îñóùåñòâëÿåòñÿ óæå íà ýòàïå å¸
îïûòíîé ýêñïëóàòàöèè.
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6 Глава 1. Показатели надежности

Òàêèì îáðàçîì, æèçíåííûé öèêë ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå áëîê-äèàãðàììû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.1. Íà ýòîé
áëîê-äèàãðàììå ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå ñíèçó ââåðõ, îáîçíà÷àþò
îáðàòíóþ ñâÿçü: ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ïîñëåäóþùèõ ýòà-
ïàõ, àíàëèçèðóþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ íà ïðåäøåñòâóþùèõ ýòàïàõ
(âíîñÿòñÿ êîððåêòèðîâêè â ñòðóêòóðó ñèñòåìû, ìåíÿåòñÿ íîìåíê-
ëàòóðà êîìïëåêòóþùèõ ýëåìåíòîâ è ò. ï.).

Ïîäîáíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñïîñîáñòâóåò åñòåñòâåííîìó îòáîðó
ñèñòåì â ïðîöåññå òåõíè÷åñêîé ýâîëþöèè: òå ñèñòåìû, êîòîðûå ðàáî-
òàþò ýôôåêòèâíåå è/èëè òðåáóþò ìåíüøèõ çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî è
ýêñïëóàòàöèþ, âûæèâàþò, è äàëåå, çà ñ÷åò ìîäåðíèçàöèè — íà-
ïðàâëåííûõ ìóòàöèé ïîðîæäàþò ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå ñèñòåì.

§ 1.2. НЕВОССТАНАВЛИВАЕМЫЕ ОБЪЕКТЫ

Определение невосстанавливаемого объекта

Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî äåëåíèå îáúåêòîâ íà âîññòàíàâëèâàåìûå è íå-
âîññòàíàâëèâàåìûå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà óñëîâíûì. Íàïðèìåð, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè êîìïüþòåð âîññòàíàâëèâàåìûì îáúåêòîì? Åñëè îí èñ-

Рис. 1.1

Массовое производство

Испытания на надежность

Опытные испытания
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7§ 1.2. Невосстанавливаемые объекты

ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîâñåäíåâíîé ðàáîòû ñ òåêñòàìè èëè íåñëîæíûõ
ðàñ÷åòîâ, òî îòâåò — äà. Îäíàêî åñëè òîò æå êîìïüþòåð èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ óïðàâëåíèÿ äëèòåëüíûì íåïðåðûâíûì òåõíîëîãè÷åñ-
êèì ïðîöåññîì, òî âîññòàíîâëåíèå åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ñëó÷àå
îòêàçà ïðèâåäåò ê íåäîïóñòèìîé ïðèîñòàíîâêå ýòîãî ïðîöåññà,
ò. å. ê îòêàçó ñèñòåìû â öåëîì. Äåéñòâèòåëüíî, òî, ÷òî êîìïüþòåð
ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí âïîñëåäñòâèè, íå èãðàåò íèêàêîé ðîëè
ïðè ðàññìîòðåíèè äàííîãî íåïðåðûâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðî-
öåññà. Îäíàêî è åñëè â ñèñòåìå ïðåäóñìîòðåí àêòèâíûé ðåçåðâíûé
êîìïüþòåð, ïîäõâàòûâàþùèé ôóíêöèè îòêàçàâøåãî êîìïüþòåðà
áåç óùåðáà äëÿ òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà, òî òàêàÿ ñèñòåìà, ñî-
ñòîÿùàÿ èç äâóõ êîìïüþòåðîâ, óæå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
âîññòàíàâëèâàåìàÿ: åå ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìîæåò áûòü âîññòàíîâ-
ëåíà, õîòÿ è ñ âîçìîæíûì ïåðåðûâîì â ðàáîòå.

Критерии отказов

Ïîâåäåíèå íåâîññòàíàâëèâàåìîãî îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé — временем до отказа. Ãîâîðÿ î íàäåæíîñòè òîãî
èëè èíîãî òåõíè÷åñêîãî îáúåêòà, ñëåäóåò âñåãäà ïðåäïîëàãàòü,
÷òî îòêàç ýòîãî îáúåêòà ÷åòêî îïðåäåëåí. Áåç ñôîðìóëèðîâàííîãî
ïîíÿòèÿ îòêàç íåâîçìîæíî ïðàâèëüíî èñòîëêîâàòü, ÷òî òàêîå
âðåìÿ äî îòêàçà, à ñëåäîâàòåëüíî, çàäàòü è ïîêàçàòåëè íàäåæ-
íîñòè.

Отказом может быть либо полное и мгновенное прекращение функци!
онирования системы, либо снижение эффективности ее функциониро!
вания до некоторого недопустимого (заданного) уровня (рис. 1.2).
Обычно отказы по этим признакам подразделяются на два типа: вне!
запные и постепенные.

1.2.2.

Внезапный от�аз

100%

0 tξ

Эффе�тивность
объе�та

Постепенный от�аз

100%

0 tξ

Эффе�тивность
объе�та

допустимый
уровень

Рис. 1.2
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8 Глава 1. Показатели надежности

×àñòî òåõíè÷åñêèå îáúåêòû ðàáîòàþò íå íåïðåðûâíî, à âêëþ÷à-
þòñÿ ëèøü íà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ îïåðàöèé. Â ýòèõ
ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ÷èñòàÿ íàðàáîòêà îáúåêòà, ò. å.
èíòåðâàëû îòêëþ÷åíèÿ îáúåêòà íå ó÷èòûâàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,
îñü âðåìåíè ñïðåññîâûâàåòñÿ è ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåê-
òà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàê áû íåïðåðûâíîå åãî âêëþ÷åíèå â ðàáîòó.

Вероятность безотказной работы

Îáîçíà÷èì ñëó÷àéíîå âðåìÿ ðàáîòû îáúåêòà ÷åðåç ξ.

Вероятность безотказной работы (ВБР) объекта за заданное время t0
определяется как

P{ξ > t0} = 1 – F(t0), (1.1)

где P(t) есть функция распределения* случайной величины ξ.

Åñëè íà îñíîâàíèè ñïåöèàëüíûõ èñïûòàíèé èëè ýêñïëóàòàöèè
èçâåñòíû N íàáëþäåííûõ çíà÷åíèé (ðåàëèçàöèé) ξ1, ξ2, ... , ξN ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû èìååò âèä (ðèñ. 1.3)

(t0) = dk(t0), (1.2)

ãäå

dk(t0) = 

ò. å. ðåàëèçàöèè ïðèïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå 1, åñëè îáúåêò óñïåøíî
ïðîðàáîòàë äî ìîìåíòà t0 è çíà÷åíèå 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîëó÷åí-
íàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåñìåùåííîé. Îíà ïîêàçûâàåò,

êàêàÿ äîëÿ èñïûòàííûõ îáúåêòîâ
ïðîðàáîòàëà çàäàííîå âðåìÿ t0.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ÷àñòî èñ-
ïîëüçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå** âðåìåíè áåçîòêàçíîé
ðàáîòû. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå
äëÿ ÂÁÐ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

P(t0) = exp – , (1.3)

çäåñü T åñòü ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû.

* Êðàòêèå ñâåäåíèÿ îá èñïîëüçóåìûõ â òåîðèè íàäåæíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ âåðîÿòíîñòè ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè 2.

** Ñì. Ïðèëîæåíèå 2, ñ. 000.

1.2.3.

P
1
N
----- ∑

N

k = 1

1, åñëè ξk l t0,

0, åñëè ξk < t0,

0 t

Наработ�а

t0

dk(t0) = 1

0

Рис. 1.3

 

 
 t0

T
----- 
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9§ 1.2. Невосстанавливаемые объекты

Ñàìî âðåìÿ t0 ìîæåò áûòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëå-
íèåì G(t), ò. å. âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îáúåêòîì ñâîåé îïåðàöèè íå
ïîñòîÿííî. Â ýòîì ñëó÷àå ÂÁÐ îáúåêòà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

P = P(t)dG(t) = P(t)g(t)dt, (1.4)

â êîòîðîé g(t) — ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ G(t).
Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîâåðøåííî åñòåñòâåííà äëÿ ìíîãèõ

ñèñòåì: âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è èìåþò ðàçëè÷íóþ òðóäíîñòü,
òðàíñïîðòíûå ñèñòåìû áûâàþò ðàçëè÷íîå âðåìÿ â ïóòè, è ò. ï.

 Ïóñòü ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà, F(t) = 1 – exp(–λt), à âðåìÿ âûïîëíåíèÿ
ñèñòåìîé çàäàííîé îïåðàöèè — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ïðîèçâîëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå G(t) ñî ñðåäíèì θ è äèñïåðñèåé σ2. Äîïóñòèì, ÷òî λθ n 1.
Íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû.

 Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåíèå

P(t) = e-λt d 1 – λt + 0,5(λt)2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

P d [1 – λt + 0,5(λt)2] dG(t) =

= dG(t) – λ tdG(t) + 0,5λ2 t2dG(t) = 1 – λθ + 0,5λ2M2 , (1.5)

ãäå M2 — âòîðîé íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ G(t).
Èç âûðàæåíèÿ (1.5) ñëåäóåò, ÷òî çàìåíà ñëó÷àéíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ

çàäà÷è íà ñðåäíåå ïðèâåëà áû ê çàíèæåíèþ èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ÂÁÐ.

Среднее время работы до отказа

Îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè íåâîññòàíàâ-
ëèâàåìûõ îáúåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà,
ò. å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Среднее время работы до отказа определяется как

T = E{ξ} =  xf(x)dx =  xdF(x), (1.6)

где f(x) и F(x) — соответственно плотность и функция распределения
случайной величины времени работы до отказа*.

* Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ îò íóëÿ, òàê êàê âðåìÿ ðàáîòû åñòü íåîò-
ðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë E{ξ}.

∫
0

×

∫
0

×

ПРИМЕР 1.1.

Решение.

∫
0

×

∫
0

×

∫
0

×

∫
0

×

1.2.4.

∫
0

×

∫
0

×

2024740v1.fm  Page 9  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



10 Глава 1. Показатели надежности

Åñëè èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåàëèçàöèè ξ1, ξ2, ... , ξN

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà ñðåäíåãî âðåìå-
íè ðàáîòû äî îòêàçà âû÷èñëÿåòñÿ êàê

T =  ξk. (1.7)

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåñìåùåííîé.

Интенсивность отказов

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè èçìåíåíèÿ íàäåæíîñòè âî âðåìåíè óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ интенсивности отказов, êîòîðàÿ îáû÷íî îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç λ(t). Â òåîðèè íàäåæíîñòè ýòà ôóíêöèÿ èìååò òîò
æå ñìûñë, ÷òî è êðèâàÿ ñìåðòíîñòè â äåìîãðàôèè, è îïðåäå-
ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ òî÷íîñòüþ äî íàèìåíîâàíèé.

Формально функция интенсивности отказов определяется как

λ(t) = , (1.8)

т. е. λ(t) есть условная плотность вероятности отказа в момент t, если
до этого момента отказ еще не произошел.

Òèïè÷íàÿ êðèâàÿ ñìåðòíîñòè λ(t) ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.4.
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè λ(t) ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, åñëè

çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå

λ(t) ∆t = , (1.9)

â êîòîðîì
✓ âåëè÷èíà f(t)∆t — àáñîëþòíàÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà âî âðå-

ìåííîì èíòåðâàëå [t, t + ∆t];
✓ λ(t)∆t — óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü îòêàçà îáúåêòà â èíòåðâàëå

[t, t + ∆t] ïðè óñëîâèè, ÷òî îáúåêò íå îòêàçàë äî ìîìåíòà t;
✓ P(t) — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáúåêò íå îòêàçàë äî ìîìåíòà t.

1
N
----- ∑

N

k = 1

1.2.5.

f t( )
P t( )
------------

t0

период
детс�ой

смертности

период
старчес�ой
смертности

λ(t)

возраст

Рис. 1.4

f t( )∆t
P t( )

------------------
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11§ 1.2. Невосстанавливаемые объекты

Òàêèì îáðàçîì, (1.9) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå äëÿ óñëîâ-
íîé âåðîÿòíîñòè.

Ôîðìóëó (1.8) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

λ(t) = •  F(t) = – •  P(t) = – . (1.10)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü:

P(t) = exp –  λ(x)dx . (1.11)

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôîðìà çàïèñè (1.11) èíîãäà òðàêòóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: «ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì». Áåçóñëîâíî, ýòî íå òàê, ïîñêîëüêó ýêñïîíåíöèàëüíûì
íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå, ó êîòîðîãî ïîêàçàòåëü åñòü ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà.

Èç ôóíäàìåíòàëüíîãî óñëîâèÿ 0 m P(t) m 1 ñëåäóåò, ÷òî

0 m λ(x)dx < ×, (1.12)

lim  λ(x)dx = ×. (1.13)

Òåîðåòè÷åñêè ïðåäåë â (1.13) ìîæåò áûòü êîíå÷íûì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò íåñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ áåñêîíå÷íûì ìàòåìàòè-
÷åñêèì îæèäàíèåì. Çäåñü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà åñòü âðåìÿ ðàáîòû
äî îòêàçà, ò. å. íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé ïî ñâîåé ôèçè÷åñêîé
ñóùíîñòè.

Ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ õîðîøî îïèñûâàåò ôèçè÷å-
ñêèå ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå ñ ðåàëüíûìè îáúåêòàìè. Îñíîâíûå
òèïû ðàñïðåäåëåíèé äåëÿòñÿ íà

✓ ñòàðåþùèå, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî
âîçðàñòàþùàÿ, — ê íèì îòíîñÿòñÿ òàêèå ÷àñòî âñòðå÷àþ-
ùèåñÿ íà ïðàêòèêå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê íîðìàëüíîå è ýðëàí-
ãîâñêîå;

✓ ìîëîäåþùèå, ó êîòîðûõ ôóíêöèÿ ðñïðåäåëåíèÿ ìîíîòîííî
óáûâàþùàÿ, — ê íèì îòíîñèòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âçâåøåííîå
ýêñïîíåíöèàëüíîå ðñïðåäåëåíèå.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì äëÿ
îáîèõ óïîìÿíóòûõ âûøå êëàññîâ: ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè äëÿ
íåãî åñòü ïîñòîÿííàÿ λ, ðàâíàÿ 1/T, ãäå T — ñðåäíåå âðåìÿ ðàáî-
òû äî îòêàçà.

1
P t( )
------------ d

dt
------ 1

P t( )
------------ d

dt
------ d ln P t( )[ ]

dt
----------------------------

 

 
 ∫

0

t




∫
0

t

∫
0

t
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12 Глава 1. Показатели надежности

Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ðàñïðåäåëåíèå* Âåéáóëëà — ãíåäåíêî,
îïèñûâàþùåå âåñüìà øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé íåîòðèöà-
òåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàê ñòàðåþùèõ, òàê è ìîëîäåþ-
ùèõ.

 Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò ìàðêîâñêèì ñâîé-
ñòâîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî
óæå ïðîðàáîòàë äàííûé îáúåêò. Êîíå÷íî, òàêîå äîïóùåíèå ÿâëÿåòñÿ â îá-
ùåì-òî äîñòàòî÷íî ñèëüíûì è äîëæíî ïðèíèìàòüñÿ ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîð-
êàìè. Èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ äåìîãðàôèåé, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýêñïîíåí-
öèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîä÷èíÿåòñÿ ñìåðòíîñòü îò «ïàäåíèÿ íà ãîëîâó
êèðïè÷à ñ êðûøè», ò. å. ñèòóàöèè, êîãäà ïðè÷èíà ñìåðòè íå çàâèñèò îò âîç-
ðàñòà. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå âðåìÿ äî îòêàçà T ÿâ-
ëÿåòñÿ âåëè÷èíîé, îáðàòíîé èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λ. Çäåñü íóæíî îòìå-
òèòü, ÷òî ðåàëüíûé ñðîê æèçíè òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ñèëó åñòåñòâåííîãî
ñòàðåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå ñðåäíåãî âðåìåíè äî îòêàçà!

 Ïîÿñíèì ñêàçàííîå âûøå ñ ïîìîùüþ äåìîãðàôè÷åñêîãî ïðè-

ìåðà. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî â íåêîòîðîì ñïîðòèâíîì ëàãåðå ñîáðàíî 10 000
çäîðîâûõ ìîëîäûõ ëþäåé. Êàæäûé ãîä ïðîèçâîäèòñÿ ñìåíà ñîñòàâà. Ñìåðòü
ìîëîäîãî ÷åëîâåêà âîçìîæíà ëèøü ïî ÷èñòî ñëó÷àéíîé è íåïðåäâèäåííîé
ïðè÷èíå. (Äîïóñòèì, ÷òî ïüÿíñòâî, äðàêè è ïðî÷èå îïàñíûå äëÿ çäîðîâüÿ
ôàêòîðû â ñïîðòëàãåðå îòñóòñòâóþò.) Äóìàþ, ÷èòàòåëü ñîãëàñèòñÿ: ñìåðòü
áîëåå ÷åì äâóõ-òðåõ ÷åëîâåê çà ãîä áóäåò ñ÷èòàòüñÿ íåíîðìàëüíî âûñîêîé.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî «èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ» â ñïîðòèâíîì ëàãåðå â ñðåäíåì çà-
âåäîìî ìåíüøå ÷åì 3•10–4•10 [1/ãîä] Èñõîäÿ èç òàêîé âåëè÷èíû èíòåíñèâ-
íîñòè, îïðåäåëÿåì, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ÷åëîâåêà â
ñïîðòèâíîì ëàãåðå áîëåå 3000 ëåò! Íî âåäü ñìåðòü ÷åëîâåêà çà ñ÷åò åñòåñòâåí-
íîãî ñòàðåíèÿ îðãàíèçìà íàñòóïàåò çàâåäîìî äî òîãî, êîãäà îí äîñòèãíåò 150-
ëåòíåãî âîçðàñòà.

Èíûìè ñëîâàìè, â íàøåì ïðèìåðå ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû
â 20 ðàç ïðåâûøàåò ñðåäíþþ äëèòåëüíîñòü æèçíè. Ýòî ñðåäíåå âðåìÿ õàðàê-
òåðèçóåò íà ñàìîì äåëå íå ÷åëîâåêà, êàê òàêîâîãî, à ñïàëüíîå ìåñòî, íà êî-
òîðîì, ñìåíÿÿñü, ñïÿò ìîëîäûå è çäîðîâûå ëþäè!

§ 1.3. ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЕ ОБЪЕКТЫ

Определение восстанавливаемого объекта

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äåëåíèå âñåõ îáúåêòîâ íà äâà êëàññà — íå-
âîññòàíàâëèâàåìûõ è âîññòàíàâëèâàåìûõ, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
óñëîâíûì.

* Ñì. Ïðèëîæåíèå 2, ñ. 000.

Замечание.

ПРИМЕР 1.2.

1.3.1.
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13§ 1.3. Восстанавливаемые объекты

Если объект предназначен для длительного использования и его отказ
либо задерживает выполнение операции, либо даже приводит к отка!
зу части операций, но функционирование объекта может быть возоб!
новлено после проведения восстановительных операций, то говорят о
восстанавливаемых объектах.

Ïîâåäåíèå âîññòàíàâëèâàåìîãî îáúåêòà îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì
àëüòåðíèðóþùèì òî÷å÷íûì ïðîöåññîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ÷å-
ðåäîâàíèå ïåðèîäîâ óñïåøíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ξ è ïåðèîäîâ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ η, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 1.5, ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ: ξ(k) — èíòåðâàë âðåìåíè äî k-ãî îòêàçà ïîñëå ïðåäûäó-
ùåãî âîññòàíîâëåíèÿ; η(k) — äëèòåëüíîñòü k-ãî âîññòàíîâëåíèÿ.

Îáû÷íî îáúåêòû ñ âîññòàíîâëåíèåì ðàáîòàþò â íåïðåðûâíîì ðå-
æèìå, ò. å. áåç ïåðèîäîâ ïðîñòàèâàíèÿ âõîëîñòóþ. Äàæå òàêèå îáú-
åêòû, êîòîðûå âûïîëíÿþò ñâîè ôóíêöèè îò çàäà÷è ê çàäà÷å, â èí-
òåðâàëàõ ìåæäó âûïîëíåíèåì çàäà÷ äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ðåæèìå
ãîòîâíîñòè (íàïðèìåð, ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ âîçäóøíûì äâèæåíè-
åì â àýðîïîðòàõ, ñèñòåìû ïðîòèâîâîçäóøíîé îáîðîíû è ò. ï.).

Åñëè íåâîññòàíàâëèâàåìûå îáúåêòû ìîãóò áûòü ñàìûõ ðàçíûõ
ôèçè÷åñêèõ ðàçìåðîâ — îò ìèêðîñõåì äî ñèñòåì, òî âîññòàíàâëèâàå-
ìûå îáúåêòû — ýòî îáû÷íî áîëüøèå òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí система, ïîñêîëüêó îí êîíêðåò-
íåå îòðàæàåò ñïåöèôèêó âîññòàíàâëèâàåìîãî îáúåêòà.

Среднее время работы между отказами

Âðåìÿ ðàáîòû äî ïåðâîãî îòêàçà, ξ(1), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ
îò âðåìåíè ðàáîòû äî âòîðîãî îòêàçà, ξ(2), îáà îòëè÷àþòñÿ îò âðå-
ìåíè ðàáîòû äî òðåòüåãî îòêàçà, ξ(3), è ò. ä. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
ñèñòåìà ñîñòîèò èç ìíîãèõ ýëåìåíòîâ, åå ñòðóêòóðà ìîæåò âêëþ-
÷àòü èçáûòî÷íûå ýëåìåíòû, à ñàìî âîññòàíîâëåíèå ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ ïî ðàçëè÷íûì ïðàâèëàì.

t0

ξ(1)

100%

Состояние
объе�та

ξ(2) ξ(3)

η(1) η(2) η(3)

Рис. 1.5

1.3.2.
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14 Глава 1. Показатели надежности

 Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó èç äâóõ íåçàâèñèìûõ
ýëåìåíòîâ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ðàáîòîñïîñîáíû îáà åå ýëåìåíòà.
Íà÷àâ ðàáîòàòü â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè, ñèñòåìà ðàáîòàåò íåêîòîðîå ñðåäíåå
âðåìÿ äî ïåðâîãî îòêàçà, T(2). Ïîñëå îòêàçà ñèñòåìû, êîòîðûé íàñòóïàåò,
êîãäà îáà ýëåìåíòà îòêàçàëè, ïðîèñõîäèò åå âîññòàíîâëåíèå. Â íåêîòîðûé
ñëó÷àéíûé ìîìåíò âðåìåíè îäèí èç ýëåìåíòîâ âîññòàíàâëèâàåòñÿ è ñèñòåìà
îïÿòü íà÷èíàåò ôóíêöèîíèðîâàòü. Îäíàêî íà ýòîò ðàç íà÷àëüíûì áóäåò ñî-
ñòîÿíèå ñ åäèíñòâåííûì ðàáîòîñïîñîáíûì ýëåìåíòîì, ïðèìåð âîçìîæíîé ðå-
àëèçàöèè êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.6. Îáîçíà÷èì ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû
äî îòêàçà äëÿ ýòèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ÷åðåç T (1).

Ïî ðèñ. 1.6 âèäíî, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ñèñòåìû äî ïåðâîãî îòêàçà
ïðè èñõîäíîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè îáîèõ ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâíî

T (2) = T* + T (1);

çäåñü T* — âðåìÿ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî îòêàçà ëþáîãî èç ýëåìåíòîâ.
Ïðèìåðíî òàêîãî æå ðîäà ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïîâòîðåíû è â áîëåå

îáùèõ ñëó÷àÿõ.

Áîëüøèíñòâî ñèñòåì ñ âîññòàíîâëåíèåì ôóíêöèîíèðóåò ìíî-
ãèå òûñÿ÷è ÷àñîâ, çà ýòî âðåìÿ ïðîèñõîäèò äîñòàòî÷íî áîëüøîå
÷èñëî îòêàçîâ, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå íå äåëàþò ðàçëè÷èé ìåæäó
ñðåäíèìè ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí ξ(1), ξ(2), ... . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâ-
ëÿåò, áûòü ìîæåò, òîëüêî ñðåäíåå âðåìÿ äî ïåðâîãî îòêàçà.

Обычно говорят о среднем времени работы между отказами T, пони!
мая его как среднее время между отказами в стационарном (устано!
вившемся) процессе функционирования системы.

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè îïðåäåëÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî âûðàæåíèþ äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàç (1.6):

T = E{ξ} = xf(x)dx = xdF(x); (1.14)

çäåñü f(x) è F(x) — ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü è ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ — ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ìåæ-
äó îòêàçàìè.

ПРИМЕР 1.3.

Работают
два элемента

Работает
один элемент

Состояние
от�аза 0 t

Рис. 1.6

∫
0

×

∫
0

×
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15§ 1.3. Восстанавливаемые объекты

Íà ïðàêòèêå, åñëè íàáëþäàþòñÿ n ñèñòåì è äëÿ íèõ èçâåñòíû

çíà÷åíèÿ N1 ðåàëèçàöèé äëÿ ïåðâîé ñèñòåìû , , ... , ,

N2 ðåàëèçàöèé äëÿ âòîðîé ξ1
(2), ξ2

(2), ... , , ... , è Nn ðåàëèçàöèé

äëÿ n-é ñèñòåìû , , ... , , òî ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó îòêà-

çàìè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

T = . (1.15)

Среднее время восстановления

Âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè èíòåðâàëîì, â òå÷å-
íèå êîòîðîãî ñèñòåìà íå ìîæåò ïðîäîëæàòü âûïîëíåíèå ñâîèõ
ôóíêöèé. Äëÿ îäíèõ ñèñòåì ýòî ìîæåò áûòü âðåìÿ ñîáñòâåííî ðå-
ìîíòà îòêàçàâøåé ÷àñòè, äëÿ äðóãèõ — âðåìÿ çàìåíû îòêàçàâøåãî
áëîêà èëè èíîãî ñìåííîãî ýëåìåíòà íà èñïðàâíûé èç ÷èñëà çàïàñ-
íûõ, äëÿ òðåòüèõ — âðåìÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ íà âñòðîåííûé   ðåçåðâ.

Если известно распределение времени восстановления G(t) = P{η m t},
то среднее время восстановления τ вычисляется по обычной формуле
для математического ожидания

t = E{h} = xg(x)dx = xdG(x), (1.16)

где g(x) — плотность функции распределения G(x).

Коэффициент готовности

Нестационарный коэффициент готовности K(t) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò
âðåìåíè t. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ñèñòåìà àá-
ñîëþòíî èñïðàâíà, ò. å. K(0) = 1, à ïðîãíîç ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â
ìîìåíò t õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ãîòîâíîñòè. Ïðè t > 0
èìååì K(t) < 1. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ñèëó ñëó÷àéíîñòè âåëè÷èí
ξ è η ïðîöåññ óñòàíàâëèâàåòñÿ è K(t) ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ïî-
ñòîÿííîé âåëè÷èíå K, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ стационарным коэффици-
ентом готовности, ÷àñòî èìåíóåìûì коэффициентом готовности (ÊÃ):

K =  K(t). (1.17)

Íåñòàöèîíàðíûé ÊÃ äëÿ ñèñòåì áîëåå èëè ìåíåå ñëîæíûõ â
îáùåì ñëó÷àå èìååò äîâîëüíî ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå, â êîòîðîå

ξ1
1( ) ξ2

1( ) ξN1
1( )

ξN2
2( )

ξ1
n( ) ξ2

n( ) ξNn
n( )

1
N1  + N2 + ... + Nn
------------------------------------------------------- ∑

n

k = 1
∑
N

j = 1

k

ξj
k( )

1.3.3.

∫
0

×

∫
0

×

1.3.4.

t º ×
lim
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16 Глава 1. Показатели надежности

âõîäÿò ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè è âðåìå-
íè âîññòàíîâëåíèÿ. Ýòîò ïîêàçàòåëü êðàéíå ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ
íà ïðàêòèêå.

Ñòàöèîíàðíûé ÊÃ õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó â áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííûé îò íà÷àëà îòñ÷åòà ìîìåíò âðåìåíè, ò. å. êîãäà
ïðîöåññ ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ñîñòîÿíèå
âîññòàíîâëåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå
ïî âðåìåíè ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ, èíà÷å ãîâîðÿ, íå-
ñóùåñòâåííî, êàê óñðåäíÿòü: ëèáî ðàññìàòðèâàÿ ìíîãîêðàòíîå èñ-
ïûòàíèå îäíîãî îáðàçöà, ëèáî îäíîðàçîâûå èñïûòàíèÿ ìíîãèõ îá-
ðàçöîâ. Åñëè èçâåñòíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû è âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ T è τ, òî ÊÃ ìîæíî âûðàçèòü êàê

K = . (1.18)

Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì
ïîêàçàòåëåì íàäåæíîñòè ñèñòåì ñ âîññòàíîâëåíèåì. Îí ìîæåò
áûòü îïðåäåëåí è íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé èëè ýêñ-
ïëóàòàöèè êàê

 = , (1.19)

ò. å. ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå âåëè÷èí T è τ èõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
îöåíîê.

Коэффициент интервальной готовности

Îäíîé ãîòîâíîñòè ñîâåðøèòü íåêóþ îïåðàöèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, åùå
ìàëî: íóæíî íå òîëüêî, ÷òîáû ñèñòåìà áûëà ðàáîòîñïîñîáíà â òðå-
áóåìûé ìîìåíò t, íî è áûëà áû åùå â ñîñòîÿíèè áåçîòêàçíî ïðîðà-
áîòàòü â òå÷åíèå òðåáóåìîãî èíòåðâàëà âðåìåíè äëèòåëüíîñòè t0.

Вероятность того, что система окажется работоспособной в некоторый
момент времени t и проработает безотказно в течение интервала длины
t0, называется коэффициентом интервальной готовности K*(t, t + t0).

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñòàöèîíàðíûé
êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè, ò. å. ñëó÷àé, êîãäà t º ×:

K*(t0) = KP*(t0) = P*(t0); (1.20)

çäåñü ÷åðåç P*(t0) îáîçíà÷åíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïðî-

ðàáîòàåò áåçîòêàçíî íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîãî áåñêîíå÷íî óäàëåí-
íîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

T
T  + τ
---------------

K̂
T

T̂  + τ
---------------

1.3.5.

T
T  + τ
---------------
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17§ 1.4. Выбор показателей надежности

 Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü P*(t0) íå
ýêâèâàëåíòíà âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû P(t0). Åñëè P(t0) åñòü âåðîÿòíîñòü
ïðîðàáîòàòü áåçîòêàçíî íà èíòåðâàëå [0, t], íà÷èíàÿ ñ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîé ðà-
áîòîñïîñîáíîñòè, òî P*(t0) åñòü âåðîÿòíîñòü ïðîðàáîòàòü â òå÷åíèå èíòåðâàëà
äëèòåëüíîñòè t0, íà÷èíàÿ ñ îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ñîñòîÿ-
íèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Èíà÷å ãîâîðÿ, çäåñü ìû èìååì äåëî ñ îñòàòî÷íûì
âðåìåíåì æèçíè.

§ 1.4. ВЫБОР ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАДЕЖНОСТИ

Íàäåæíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ñïåöèàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè íàäåæíîñòè. Ýòè ïîêàçà-
òåëè âûáèðàþòñÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ è äîëæíû îá-
ëàäàòü ñëåäóþùèìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè:

✓ îòðàæàòü ñïåöèôèêó ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà;
✓ èìåòü ïðîñòîé è ïîíÿòíûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë;
✓ áûòü âû÷èñëÿåìûìè àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî íà ýòàïå

ïðîåêòèðîâàíèÿ;
✓ áûòü ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðÿåìûìè íà ýòàïàõ èñïûòà-

íèé è ýêñïëóàòàöèè.
×èñëî ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè, âûáðàííûõ äëÿ õàðàêòåðèçà-

öèè îáúåêòà, äîëæíî áûòü ïî âîçìîæíîñòè íåáîëüøèì (ïðàêòè÷å-
ñêè íå ïðåâûøàòü äâóõ-òðåõ). Áîëüøåå ÷èñëî ïîêàçàòåëåé ëèøü
çàïóòàåò êàðòèíó. Â òî æå âðåìÿ íå ñëåäóåò ïðèáåãàòü ê ïîìîùè
âçâåøåííûõ ïîêàçàòåëåé, òàê êàê ñóáúåêòèâíî âûáðàííûå âåñà
èñêàçÿò îáúåêòèâíóþ õàðàêòåðèçàöèþ îáúåêòà.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè
ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Òàê, ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ñèñòåìû â
ïåðâóþ î÷åðåäü îïðåäåëÿþò íàäåæíîñòü âûïîëíåíèÿ â öåëîì ñèñ-
òåìîé òðåáóåìûõ îïåðàöèé. Îòäåëüíûå ïîäñèñòåìû îáû÷íî õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ íåêîòîðûìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè, à
êîìïëåêòóþùèå ýëåìåíòû — îáû÷íî ïðîñòåéøèìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè íàäåæíîñòè.

 Íàçåìíóþ ñòàíöèþ ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû ñáîðà èíôîðìàöèè
óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü êîýôôèöèåíòîì ãîòîâíîñòè, òàê êàê îáúåì ñîáðàí-
íîé èíôîðìàöèè ïðîïîðöèîíàëåí ïîëåçíîìó âðåìåíè ðàáîòû.

 Åñëè èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû ñáîðà èíôîðìàöèè ñ îäèíàêîâûìè
êîýôôèöèåíòàìè ãîòîâíîñòè, òî, âèäèìî, ïðåäïî÷òèòåëüíîé áóäåò òà èç íèõ,
êîòîðàÿ ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ èìååò áîëüøåå âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó
îòêàçàìè. Ýòî ñîîáðàæåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáîé îòêàç îáåñöåíèâàåò öå-
ëûé áëîê äàííûõ, óæå ïîëó÷åííûõ äî òîãî, ïîýòîìó ÷àñòûå îòêàçû ïðèâåäóò
ê áîëüøåìó ÷èñëó ïîòåðÿííûõ áëîêîâ äàííûõ.

Замечание.

ПРИМЕР 1.4.

ПРИМЕР 1.5.
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18 Глава 1. Показатели надежности

Íàäåæíîñòü îòäåëüíûõ ïîäñèñòåì âëèÿåò íà ñèñòåìó â öåëîì
÷åðåç ñòðóêòóðó ñèñòåìû. Ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ïîäñèñòåì
îáû÷íî âûñòóïàþò â êà÷åñòâå ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ðàñ÷åòå
íàäåæíîñòè ñèñòåìû â öåëîì. Îáû÷íî äëÿ ïîäñèñòåì óäîáíî âû-
áèðàòü äâà áàçîâûõ ïîêàçàòåëÿ: ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà è
ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Ýòè ïîêàçàòå-
ëè ïîìîãóò îöåíèòü âëèÿíèå íàäåæíîñòè ïîäñèñòåì ñ ó÷åòîì äëè-
òåëüíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè, âûáðàííîãî ïðàâè-
ëà òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ, ÷àñòîòû ïðîâåäåíèÿ ïðîôèëàê-
òè÷åñêèõ ðàáîò è ïðî÷èõ ôàêòîðîâ.

Íèæíèé óðîâåíü â èåðàðõèè îáúåêòîâ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþò íåäåëèìûå, èëè àòîìàðíûå, ýëåìåíòû. Îáû÷íî òàêèå ýëå-
ìåíòû ñàìè ïî ñåáå íå ÿâëÿþòñÿ âîññòàíàâëèâàåìûìè: ïðè âîññòà-
íîâëåíèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè îáúåêòà îíè çàìåíÿþòñÿ íà íîâûå.
Òàêèå àòîìàðíûå ýëåìåíòû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñðåäíèì âðåìåíåì
ðàáîòû äî îòêàçà (èëè æå îáðàòíîé âåëè÷èíîé — èíòåíñèâíîñòüþ
îòêàçîâ). Ýëåìåíòû ñàìè ïî ñåáå íå õàðàêòåðèçóþòñÿ âðåìåíåì
âîññòàíîâëåíèÿ, òàê êàê îíî çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ îñîáåííîñòåé
àïïàðàòóðû: îò ëåãêîñòè äîñòóïà ê îòêàçàâøåìó ýëåìåíòó â ñëó-
÷àå ðåìîíòà èëè îò ñêîðîñòè çàìåíû áëîêà (ìîäóëÿ) ñ îòêàçàâøèì
ýëåìåíòîì íà çàïàñíîé.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå òåõíè÷åñêîãî îáúåêòà ïðîòåêàåò âî âðåìå-
íè, à îòêàçû íîñÿò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêè âñå
ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè èìåþò âåðîÿòíîñòíî-âðåìåííîé õàðàêòåð.
Äàæå òàêîé ìãíîâåííûé ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè, êàê êîýôôèöè-
åíò ãîòîâíîñòè íåñåò âðåìåííóþ íàãðóçêó: ýòî ñðåäíÿÿ äîëÿ âðå-
ìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ðàáîòîñïîñîáíûì.

§ 1.5. ЗАДАНИЕ ТРЕБОВАНИЙ ПО НАДЕЖНОСТИ

Иерархические уровни при задании требований

Ïðè çàäàíèè òðåáîâàíèé ïî íàäåæíîñòè ñëåäóåò ðàçëè÷àòü òåõíè-
÷åñêèå îáúåêòû òðåõ óðîâíåé.

■ Системы, ò. å. òåõíè÷åñêèå îáúåêòû, âûïîëíÿþùèå ñàìîñòîÿ-
òåëüíûå îïåðàöèè.

Ñèñòåìû õàðàêòåðèçóþòñÿ îïåðàòèâíî-òåõíè÷åñêèìè ïîêàçà-
òåëÿìè íàäåæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.
Ïðèìåðîì ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ
äëÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè, õàðàêòåðèçóåìûé

1.5.1.
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19§ 1.5. Задание требований по надежности

÷èñëîì îäíîâðåìåííî îáñëóæèâàåìûõ îáúåêòîâ, âåðîÿòíîñòüþ
áåçîòêàçíîãî óïðàâëåíèÿ îòäåëüíî âçÿòûì îáúåêòîì è ò. ï.
Äðóãîé ïðèìåð: ãðóçîâîé àâòîìîáèëü ñ òàêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè, êàê ñðåäíèé ïðîáåã ìåæäó îòêàçàìè, âåðîÿòíîñòü âûïîë-
íåíèÿ ñòàíäàðòíîãî ðåéñà è ò. ï.
Ðåçóëüòàò ðàáîòû ñèñòåìû ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí â òåð-
ìèíàõ âûïîëíåíèÿ òðåáóåìîé èëè çàäàííîé îïåðàöèè. Ïîêà-
çàòåëè íàäåæíîñòè ñèñòåì âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîêàçàòåëè íàä-
åæíîñòè ïîäñèñòåì, âõîäÿùèõ â èõ ñîñòàâ.

■ Подсистемы, ò. å. òåõíè÷åñêèå îáúåêòû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ ñèñ-
òåì è âûïîëíÿþùèå ÷àñòíûå ôóíêöèîíàëüíûå çàäà÷è.

Ïîäñèñòåìû, êàê ïðàâèëî, íå âûïîëíÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûõ çà-
âåðøåííûõ îïåðàöèé, à ñëóæàò äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèè ñèñòåìîé â öåëîì. Â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèÿ ïîä-
ñèñòåìàìè ñâîèõ ôóíêöèîíàëüíûõ îáÿçàííîñòåé îíè õàðàêòå-
ðèçóþòñÿ òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè, êàê ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ðà-
áîòû äî îòêàçà è ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ.

■ Элементы, ò. å. áàçîâûå êîìïîíåíòû, ÿâëÿþùèåñÿ íåäåëèìûìè
òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè (ïî êðàéíåé ìåðå, â ðàìêàõ òåêóùå-
ãî ïðîèçâîäèìîãî àíàëèçà).

Ýëåìåíòû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñðåäíåé íàðàáîòêîé äî îòêàçà.
Íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ïîäðàçäåëåíèå òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ

íà óêàçàííûå òðè èåðàðõè÷åñêèõ óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì:
îáúåêò, êîòîðûé â îäíîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ системой, â äðóãîì ìî-
æåò îêàçàòüñÿ подсистемой è ò. ä. Âîçìîæíî èåðàðõè÷åñêîå ðàç-
áèåíèå êàæäîãî èåðàðõè÷åñêîãî óðîâíÿ íà íåñêîëüêî âñïîìîãà-
òåëüíûõ óðîâíåé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ çàäàíèÿ òðåáîâàíèé ïî íàäåæ-
íîñòè, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì èìåòü óêàçàííûå
òðè êàòåãîðèè òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ.

Задание требований на систему

Çàäàíèå òðåáîâàíèé íà ñèñòåìó ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ ïî-
ìîùüþ íåñêîëüêèõ ñïîñîáîâ.

■ Ýêñïåðòíûé ìåòîä. Ýòîò ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ íà èíæåíåðíîé
èíòóèöèè è ïðàêòè÷åñêîì îïûòå, à ïîòîìó íå íóæäàåòñÿ â ñïå-
öèàëüíûõ êîììåíòàðèÿõ. Îäíàêî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
ýêñïåðòíûé ìåòîä íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñî «ñðåäíåïîòîëî÷-
íûì» ãàäàíèåì.

1.5.2.
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20 Глава 1. Показатели надежности

■ Èñïîëüçîâàíèå àíàëîãîâ èëè ïðèòîòèïîâ. Ìåòîä îñíîâûâàåòñÿ
íà àíàëèçå èìåþùåéñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè îá ýêñïëó-
àòàöèè ïîäîáíûõ èëè áëèçêèõ ïî íàçíà÷åíèþ ñèñòåì. Ïðè ýòîì
ìîæåò ó÷èòûâàòüñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñðàâíèâàåìîé ñèñòåìîé, ðàçëè÷èå â
óñëîâèÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ò. ä. Òàêîé ïðîãíîç òàêæå â çíà-
÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïèðàåòñÿ íà ýêñïåðòíûå îöåíêè.

■ Çàäàíèå îïòèìàëüíûõ òðåáîâàíèé. Òàêîé ïîäõîä îãðàíè÷åí
ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè:

✓ âûõîäíîé ýôôåêò îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû èçìåðèì â
òåõ æå (îáû÷íî ñòîèìîñòíûõ) åäèíèöàõ, ÷òî è çàòðàòû íà åå
ñîçäàíèå;

✓ äàííûå î íàäåæíîñòè ýëåìåíòíîé áàçû äîñòàòî÷íî äîñòî-
âåðíû;

✓ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû ñòðóêòóðà è ïðèíöèï ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ñèñòåìû.

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé çàäàíèå òðåáîâàíèé ïî
íàäåæíîñòè ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè целевой функции Ô(R) âèäà

Ô(R) = E(R) – C(R),

ãäå R — ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè ñèñòåìû, E(R) — âûõîäíîé ýô-
ôåêò îò ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, C(R) — çàòðàòû íà îáåñïå-
÷åíèå óðîâíÿ íàäåæíîñòè R.

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå íàäåæíîñòè Rîïò íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ

E(R) = C(R). (1.21)

Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ êàê Ô(Rîïò).

Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ èñïîëíåíèÿ
ñèñòåìû (íàïðèìåð, íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð èëè âîçìîæ-
íîñòü âûáîðà àëüòåðíàòèâíûõ ýëåìåíòîâ), òî ðåøåíèå (1.21) ïðî-
âîäèòñÿ äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ, ïîëó÷àþòñÿ íåñêîëüêî âåëè-
÷èí Ôk(Rîïò) è â ðåçóëüòàòå âûáèðàåòñÿ íàèáîëüøåå èç íèõ, ÷òî è

ñîîòâåòñòâóåò îïòèìàëüíîìó âûáîðó ñèñòåìû.

Задание требований на подсистему

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåáîâàíèå ïî íàäåæíîñòè íà ñèñòåìó â öåëîì
Ròðåá óæå çàäàíî. Çàäà÷à ñîñòîèò â ðàñïðåäåëåíèè òðåáîâàíèé ìåæ-

äó îòäåëüíûìè ïîäñèñòåìàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëè óäîâëåò-

∂
∂R
-------- ∂

∂R
--------
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21§ 1.5. Задание требований по надежности

âîðåíû òðåáîâàíèÿ êî âñåé ñèñòåìå â öåëîì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî-
êàçàòåëü íàäåæíîñòè òèïà êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè èëè âåðîÿò-
íîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû.

■ Ìåòîä ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êâîò íàäåæíîñòè. Åñ-
ëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç N ïîäñèñòåì ïðèìåðíî ýêâèâàëåíòíîãî
îáúåìà (ò. å. ïîäñèñòåìû áëèçêè ïî ñëîæíîñòè, íàïðèìåð, ïî
÷èñëó ýëåìåíòîâ), òî ãðóáîå çíà÷åíèå òðåáóåìîãî óðîâíÿ ïîêàçà-
òåëÿ íàäåæíîñòè ïîäñèñòåìû k ìîæåò áûòü íàéäåíî èç óñëîâèÿ

Rk = . (1.22)

■ Ìåòîä ïðîïîðöèîíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ìåòîä ïðèìå-
íèì ê ñèñòåìàì ñ ïðîñòîé ñòðóêòóðîé (áåç èçáûòî÷íîñòè). Åñ-
ëè èçâåñòíî, ÷òî ïîäñèñòåìà k âêëþ÷àåò â ñâîé ñîñòàâ nk íåêî-

òîðûõ ýêâèâàëåíòíûõ, èëè ïðèâåäåííûõ, ýëåìåíòîâ, òî
òðåáóåìûé óðîâåíü ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ïîäñèñòåìû k ìî-
æåò áûòü íàéäåí èç óñëîâèÿ

Rk = (Ròðåá)Ak, (1.23)

â êîòîðîì Ak îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåñ k-é ïîäñèñòåìû ïî ôîðìóëå

Ak = .  (1.24)

Î÷åâèäíî, ΣAk = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, ΠRk = Ròðåá.

Åñëè ñîñòàâ ïîäñèñòåì èçâåñòåí ñ áîëüøåé ïîäðîáíîñòüþ, íà-
ïðèìåð, èçâåñòíî, ÷òî k-ÿ ïîäñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñâîé ñîñòàâ nki

ýëåìåíòîâ òèïà i ñ èíòåíñèâíîñòüþ îòêàçîâ λi êàæäûé, òî ìîæíî

ââåñòè íåêèé ïîêàçàòåëü òèïà îæèäàåìîãî ÷èñëà îòêàçîâ äëÿ
êàæäîé ïîäñèñòåìû:

Λk = nkiλi.

Òðåáóåìûé óðîâåíü ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ïîäñèñòåìû k ìî-
æåò áûòü íàéäåí èç óñëîâèÿ 

Rk = (Ròðåá)Bk, (1.25)

ãäå Bk îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåñ k-é ïîäñèñòåìû ïî ôîðìóëå

Bk = . (1.26)

Î÷åâèäíî, ΣBk = 1, à ñëåäîâàòåëüíî, ΠRk = Ròðåá.

Ròðåá
N

nk

nj
j = 1

N

∑
----------------

Σ
>i

Λk

Λj
j = 1

N

∑
----------------
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22 Глава 1. Показатели надежности

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîäñèñòåìû ñàìè ïî ñåáå òàêîâû, ÷òî ðàâ-
íîå ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè êàæäîé èç íèõ òðåáóåò ïðèìåðíî
ðàâíûõ çàòðàò.

■ Ìåòîä îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êâîò íàäåæíîñòè. Åñ-
ëè èçâåñòíà ñòðóêòóðà ñèñòåìû S, ò. å. êàê ïîäñèñòåìû âëèÿ-
þò íà íàäåæíîñòü ñèñòåìû â öåëîì, à òàêæå èçâåñòíà çàâèñè-
ìîñòü íàäåæíîñòè êàæäîé ïîäñèñòåìû k îò åå ñòîèìîñòè
Rk(Ck), òî îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êâîò íàäåæíîñòè íàõî-

äèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è:

min{ C [S, Rk(Ck)] Ròðåá}. (1.27)

Ïðè èçâåñòíîé ñòðóêòóðå ñèñòåìû è èçâåñòíûõ çàâèñèìîñòÿõ ïî-
âûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïîäñèñòåì â çàâèñèìîñòè îò çàòðàò çàäà÷à
íà óñëîâíóþ îïòèìèçàöèþ (1.27) ðåøàåòñÿ îáû÷íûìè ìåòîäàìè
äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

ЗАДАНИЕ ТРЕБОВАНИЙ НА ЭЛЕМЕНТ âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþ-
ùåì: åñëè ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíî àòîìàðíûì ñ òåõíîëî-
ãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ (íàïðèìåð, ìèêðîñõåìà èëè ðàäèîäåòàëü),
òî ôàêòè÷åñêè âîçìîæíû ëèøü ýêñïåðòíûå ìåòîäû çàäàíèÿ èõ
íàäåæíîñòè ñ ó÷åòîì àíàëèçà ïðîòîòèïîâ è îáùèõ òåíäåíöèé ðàç-
âèòèÿ òåõíîëîãèè.
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23§ 2.1. Структурная функция

Глава 2

Невосстанавливаемые системы

Рассматриваются основные классы невосстанавливаемых
систем. Дается описание их структурных функций. Приводят!
ся методы расчета вероятности безотказной работы и сред!
него времени работы до отказа.

§ 2.1. СТРУКТУРНАЯ ФУНКЦИЯ

Ñîñòîÿíèå ýëåìåíòà â ìîìåíò âðåìåíè t óäîáíî îïèñûâàòü индика-
торной функцией xi(t):

xi(t) = 

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ xi(t) ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ: îíà ðàâíà

åäèíèöå äî ìîìåíòà îòêàçà, à ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà âñå âðåìÿ îñ-
òàåòñÿ ðàâíîé íóëþ*.

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
âîêóïíîñòüþ ñîñòîÿíèé åå ýëåìåíòîâ. Íàçîâåì ýòó ôóíêöèîíàëü-
íóþ çàâèñèìîñòü структурной функцией è îáîçíà÷èì ÷åðåç

ϕ(x) = 

çäåñü x = (x1, x2, ... , xn) åñòü âåêòîð ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ ñèñòå-

ìû, ñîñòîÿùåé èç n ýëåìåíòîâ. Äëÿ ñëó÷àéíîé áóëåâîé ïåðåìåí-
íîé, ò. å. áåðíóëëèåâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæíî çàïèñàòü

E{xi(t)} = pi. (2.1)

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ íàäåæíîñòè îòîáðàæàåò блок-схему на-
дежности, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïîëþñíûé ãðàô: áåçîò-

* Òàì, ãäå ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, äëÿ êðàòêîñòè áóäåì îïóñ-
êàòü àðãóìåíò t  è èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ áóëåâó ïåðåìåííóþ xi.

1, åñëè ýëåìåíò â ìîìåíò âðåìåíè t ðàáîòîñïîñîáåí,
0, åñëè ýëåìåíò â ìîìåíò âðåìåíè t íåðàáîòîñïîñîáåí.

1, åñëè ñèñòåìà ðàáîòîñïîñîáíà,
0, åñëè ñèñòåìà íåðàáîòîñïîñîáíà;
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24 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

êàçíîé ðàáîòå ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò
ñâÿçíîñòü ýòîãî äâóõïîëþñíîãî ãðàôà,
ò. å. íàëè÷èå ñâÿçè «âõîäíîé» âåðøèíû
ñ «âûõîäíîé». Ïðèìåð áëîê-ñõåìû íàä-
åæíîñòè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.1.

Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ìîíîòîííîñòè (èëè èìååò

ìîíîòîííóþ ñòðóêòóðó), åñëè
✓ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ Ô íå óáûâàåò ïî âñåì àðãóìåíòàì,
✓ Ô(0) = 0 è Ô(1) = 1.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè åñòü âåðîÿò-

íîñòü ñâÿçíîñòè äâóõïîëþñíîãî ãðàôà, îòîáðàæàþùåãî ñèñòåìó,
ò. å. îíà ýêâèâàëåíòíà âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû:

E{ϕ(x)} = Pñèñò. (2.2)

Ýòó æå ôóíêöèþ íàçûâàþò òàêæå функцией связности è îáîçíà-
÷àþò ÷åðåç

E{ϕ(x)} = h(p) (2.3)

ãäå p = (p1, p2, ..., pn) è âñå pi îïðåäåëåíû âûðàæåíèåì (2.1).
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñâÿçíîñòè h(p) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé

ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ýòî èìååò åñòåñòâåííîå îáúÿñíåíèå:
ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ëþáîãî èç ýëåìåíòîâ ñèñòåìû íå ïîíèæà-
åò íàäåæíîñòè ñèñòåìû â öåëîì, à ïîíèæåíèå íàäåæíîñòè ýëå-
ìåíòà íå ïðèâîäèò ê åå ïîâûøåíèþ.

§ 2.2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА

Последовательной называется такая система, отказ любого элемента
которой приводит к отказу системы в целом.

Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n ýëåìåíòîâ, îïèñû-
âàåòñÿ ïðè ïîìîùè áëîê-ñõåìû íàäåæíîñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 2.2.

Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ëþáîé ñèñòåìû â êàæäîì åå ñîñòîÿíèè õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì õîòÿ áû îäíîãî ïóòè, ò. å. öåïî÷êè ýëå-
ìåíòîâ, ñîåäèíÿþùèõ «âõîä» è «âûõîä» ñèñòåìû, îòîáðàæåííîé
â âèäå áëîê-ñõåìû íàäåæíîñòè. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû
òàêîé ïóòü ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Áóëåâà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ýòîìó òðåáîâàíèþ èìååò âèä

ϕ(x) = xi. (2.4)

2 3

1
4

5

Рис. 2.1

1 2 n

Рис. 2.2

n

i = 1
∩
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25§ 2.2. Последовательная система

Ôóíêöèþ (2.4) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

ϕ(x) =  xi. (2.5)

Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýëåìåíòû ñèñòåìû âçàèìíî íå-
çàâèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå:

Pñèñò = E{ϕ(x)} = E{xi} = pi. (2.6)

Ôîðìóëà (2.6) äåìîíñòðèðóåò ñëåäóþùèå ïðîñòûå ñâîéñòâà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû:

✓ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû åå íàäåæíîñòü ïðè
ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïîíèæàåòñÿ;

✓ íàäåæíîñòü ñèñòåìû â öåëîì âñåãäà õóæå, ÷åì íàäåæíîñòü
ëþáîãî èç åå ýëåìåíòîâ (â òîì ÷èñëå è íàèõóäøåãî).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå íåâîññòàíàâëèâàåìîé ñèñòåìû
âî âðåìåíè, òî

Pñèñò(t) = pi(t). (2.7)

Åñëè âñå ýëåìåíòû èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà, òî

Pñèñò(t) =  = exp –  λi  = e–Λt, (2.8)

ãäå Λ = λi.

Åñëè ýëåìåíòû ñèñòåìû âûñîêîíàäåæíû, ò. å. qi(t) n 1/n, ãäå

qi = 1 – pi, òî

Pñèñò(t) = [1 – qi(t)] d äëÿ âñåõ i, 1 –  qi(t). (2.9)

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë îò
ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû (ÂÁÐ). Îïðåäåëèòü
çíà÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà â îáùåì ñëó÷àå óäàåòñÿ ëèøü ñ ïî-
ìîùüþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ðåäêîå èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà
äëÿ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå èç (2.8) ñëåäóåò:

Tñèñò =  1/λi –t  λi dt =  = , (2.10)

ãäå Ti = 1/λi åñòü ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà i-ãî ýëåìåí-

òà. Çàìåòèì, ÷òî èìåííî ñëó÷àé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ âðåìåíè äî îòêàçà ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé
èíòåðåñ.

1 m i m n
max

Π
n

i = 1
Π
n

i = 1

Π
n

i = 1

Π
n

i = 1
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 ∑

n
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n
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Π
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∑
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i = 1

∫
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×  
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 1
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∑
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26 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

§ 2.3. ПРАВИЛО ДЕ МОРГАНА

Ñòðóêòóðû ñèñòåì áåç âîññòàíîâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïðè ïîìîùè
áóëåâûõ ôóíêöèé. Îäíèì èç âàæíûõ ïðàâèë ðàáîòû ñ áóëåâûìè
ôóíêöèÿìè ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîå â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå ïðàâè-
ëî äå Ìîðãàíà. Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê íåìó, íàïîìíèì çàêîí
äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî

 = x. (2.11)

Ýòî ïðàâèëî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè âçãëÿíóòü íà öåïî÷-
êó äèàãðàìì Âåííà (ðèñ. 2.3).

Ïðàâèëî äå Ìîðãàíà ãëàñèò:

 ]  =  (2.12)

Òîæäåñòâî (2.12) ëåãêî äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì äèàãðàìì Âåí-
íà (ðèñ. 2.4).

Èñïîëüçóÿ çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ýêâè-
âàëåíòíîå âûðàæåíèå:

x , y =  (2.13)

Äåéñòâèòåëüíî,

x ] y =  ^  ]  =  ^

^  ]  =  ^  =  ] . (2.14)

Î÷åâèäíî, ýòîò æå ðåçóëüòàò ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ è ñ èñïîëüçîâà-
íèåì äèàãðàìì Âåííà.

Íåòðóäíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èòü åùå äâå ýêâèâàëåíò-
íûå ôîðìû:

 ]  =  (2.15)

x

x y = x x = y = x

Рис. 2.3

x

y

x ∨ y

x

x

x

y

y x ∧ y

y

x

x ∧ y

Рис. 2.4

x y  , .x y

 ] x y

 , x y x y  , x y

x y x , y  ] .x y x y

x y x , y
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27§ 2.4. Параллельная система — «горячий» резерв

è
 ,  = . (2.16)

Äàëåå, ëåãêî îáîáùèòü ýòî ïðàâèëî âî âñåõ åãî ÷åòûðåõ ôîðìàõ íà
ëþáîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ:

x1 ] x2 ] ... ] xn = , (2.17)

x1 , x2 , ... , xn = , (2.18)

1 ] 2 ] ... ] n = , (2.19)

1 , 2 , ... , n = . (2.20)

Ïîêàæåì ïðèíöèï ïîëó÷åíèÿ ýòèõ ôîðìóë íà ïðèìåðå ôîðìó-
ëû (2.17) äëÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äå Ìîðãàíà è
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ:

x ∪ y ∪ z = (x ∪ y) ∪ z =  ∪ z =

=  ∩  =  ∩  ∩ . (2.21)

§ 2.4. ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ СИСТЕМА — «ГОРЯЧИЙ» РЕЗЕРВ

Параллельной системой называется система, которая сохраняет свою
работоспособность до тех пор, пока работоспособен хотя бы один ее
элемент.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ âî âêëþ÷åí-
íîì ñîñòîÿíèè ñ ñàìîãî íà÷àëà. Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå òà-
êîé ðåçåðâ íàçûâàþò нагруженным, èëè ãîðÿ÷èì. Ïàðàëëåëü-
íàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n ýëåìåíòîâ, îïèñûâàåòñÿ ïðè ïî-
ìîùè ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìû íàäåæíîñòè, ïðåäñòàâëåííîé íà
(ðèñ. 2.5).

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèè ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ îñ-
íîâíûì ýëåìåíòîì, à â ñëó÷àå åãî îòêàçà ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå
ïåðåêëþ÷åíèå íà ëþáîé èç èñïðàâíûõ ê äàííîìó ìîìåíòó ðåçåðâ-
íûõ ýëåìåíòîâ.

Áóëåâà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó òðåáî-
âàíèþ, èìååò âèä

ϕ(x) = xi = x1 ∪ x2 ∪ ... ∪ xn, (2.22)

èëè
ϕ(x) =  xi. (2.23)

x y x ] y

 ,  , ... , x1 x2 xn

 ]  ] ... ] x1 x2 xn

x x x  ,  , ... , x1 x2 xn

x x x  ]  ] ... ] x1 x2 xn

 ∩ x y

 ∩ x y z x y z

2

n

1

Рис. 2.5

n

i = 1
∪

1 m i m n
max
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28 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì äå Ìîðãàíà, ìîæíî çàïèñàòü óäîá-
íîå âûðàæåíèå äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû:

ϕ(x) = xi =   (2.24)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ÂÁÐ â âèäå

Pñèñò = E{ϕ(x)} = h(p) = 1 – qi. (2.25)

Ôîðìóëà (2.25) èìååò ïðîñòîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå: ñèñòå-
ìà îòêàçûâàåò ïðè îòêàçå âñåõ åå ýëåìåíòîâ, à ÂÁÐ íàõîäèòñÿ êàê
âåðîÿòíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî ñîáûòèÿ.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû:
✓ ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû åå íàäåæíîñòü ïðè

ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ ïîâûøàåòñÿ;
✓ íàäåæíîñòü ñèñòåìû â öåëîì âñåãäà âûøå, ÷åì íàäåæíîñòü

ëþáîãî èç åå ýëåìåíòîâ (â òîì ÷èñëå è íàèëó÷øåãî).
Îáû÷íî ïàðàëëåëüíûå ñèñòåìû ñîñòîÿò èç èäåíòè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ. Ýòî è åñòåñòâåííî, òàê êàê ýëåìåíòû, çàìåùàþùèå äðóã
äðóãà, äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè. Â ýòîì ñëó÷àå

Pñèñò = 1 – qn. (2.26)

Åñëè ýëåìåíòû ñèñòåìû èìåþò èäåíòè÷íîå ýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè äî îòêàçà (ñì. Ïðèëîæåíèå 2) è ÿâëÿþòñÿ
âûñîêîíàäåæíûìè, ò. å. q(t) n 1, òî ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåí-
íóþ ôîðìóëó:

Pñèñò(t) = 1 – (1 – e–λt)n d 1 – λntn d exp[–(λt)n]. (2.27)

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ìàëûõ t ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ
îòêàçà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ ðàñïðåäåëåíè-
åì Âåéáóëëà — Ãíåäåíêî ñ ïàðàìåòðàìè α = λ è β = n (ñì. § Ï2.12).

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè ëèøü ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è èäåíòè÷íûõ
ýëåìåíòîâ èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (2.26),
ìîæíî çàïèñàòü:

Tñèñò = [1 – (1 – exp(–λt))n]dt. (2.28)

Ââåäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ y = 1 – exp(–λt), ìîæíî çàïèñàòü

Tñèñò =  dy =  (1 + y + y2 + ... + yn – 1)dy (2.29)

n

i = 1
∪ ,

n

i = 1
∩ xi

Π
n

i = 1

∫
0

×

1
λ
--- ∫

0

1
1 – yn

1 – y
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λ
--- ∫

0

1
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29§ 2.5. Система типа «k из n»

èëè îêîí÷àòåëüíî

Tñèñò =  1 +  +  + ... +  = . (2.30)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïà-
ðàëëåëüíîé ñèñòåìû ñ íàãðóæåííûì ðåçåðâîì ðàñòåò äîâîëüíî
ìåäëåííî ñ ðîñòîì ÷èñëà ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ. Â òàáë. 2.1 ïðèâå-
äåí ðàñ÷åò äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå, êñòà-
òè, äàåò åùå îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ðîñò ïî ñðàâíåíèþ ñ áîëü-
øèíñòâîì ñòàðåþùèõ ðàñïðåäåëåíèé.

Â òî æå âðåìÿ ìû âèäèì, ÷òî òàêîé âèä ðåçåðâèðîâàíèÿ î÷åíü
ýôôåêòèâåí äëÿ ïîâûøåíèÿ ÂÁÐ.

§ 2.5. СИСТЕМА ТИПА «k ИЗ n»

Ñèñòåìà òèïà «k èç n» ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ, è äëÿ åå ðàáîòîñïî-
ñîáíîñòè íóæíî, ÷òîáû íå ìåíåå k èç íèõ áûëè áû ðàáîòîñïîñîáíû.
Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

ϕ(x) 

Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå ñèñòåìà òèïà «2 èç
3». Äëÿ òàêîé ñèñòåìû ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ çàïèñûâàåòñÿ êàê

ϕ(x) = (x1 ∩ x2 ∩ x3) ∪ (  ∩ x2 ∩ x3) ∪
∪ (x1 ∩  ∩ x3) ∪ (x1 ∩ x2 ∩ ). (2.31)

Çäåñü ÷ëåíû ëîãè÷åñêîé ñóììû çàïèñàíû â ñêîáêàõ ëèøü äëÿ
óäîáñòâà ïðî÷òåíèÿ.

Èç (2.31) ñëåäóåò, ÷òî

Pñèñò = E{ϕ(x)} = p3 + 3p2q. (2.32)

Таблица 2.1

×èñëî ýëåìåíòîâ
â ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå

Îòíîñèòåëüíûé ðîñò
ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñèñòåìû

1 1

10 2.88

100 5.18

1000 6.48

1
λ
---

 

 
 1

2
--- 1

3
--- 1

n
---- 

 1
λ
--- ∑

n

k = 1

1
k
---

1, åñëè xi l k,

0, åñëè xi < k.

∑
n

i = 1

∑
n

i = 1

x1

x2 x3
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30 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà «k èç n» ñîîòâåòñòâóåò áèíîìèàëüíîé
ñõåìå èñïûòàíèé (ñì. Ïðèëîæåíèå 2), ò. å. ìîæíî çàïèñàòü åå ÂÁÐ
â âèäå:

Pñèñò(t) = [p(t)]j[q(t)]n – j = 1 – [p(t)] j[q(t)] j. (2.33)

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, êîãäà q n 1/n, èìååò ìåñòî ïðîñ-
òîå ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

Pñèñò(t) d 1 – [q(t)]n – k + 1. (2.34)

Åñëè ýëåìåíòû èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðå-
ìåíè ðàáîòû äî îòêàçà, òî ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñ-
òåìû òèïà «k èç n» íàõîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ (2.30) â âèäå

Tñèñò = . (2.35)

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ íàõîäèòü Tñèñò, èíòåãðèðóÿ (2.33)

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.
Çàìåòèì, ÷òî êîãäà k = n, ñèñòåìà òèïà «k èç n» ïðåâðàùàåòñÿ

â îáû÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñèñòåìó

ϕ(x) = xi = xi, (2.36)

à êîãäà k = 1 – â ïàðàëëåëüíóþ ñèñòåìó:

ϕ(x) =1– (1 – xi) = xi. (2.37)

§ 2.6. СИСТЕМЫ СО СМЕШАННОЙ СТРУКТУРОЙ

Параллельно-последовательные
и последовательно-параллельные структуры

Ñèñòåìû ñ ÷èñòî ïîñëåäîâàòåëüíîé èëè ÷èñòî ïàðàëëåëüíîé
ñòðóêòóðîé âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ðåäêî. ×àùå ïðè-
õîäèòñÿ èìåòü äåëî ñî ñìåøàííûìè ñòðóêòóðàìè: ñ параллель-

но-последовательными системами (ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïîäñèñòåì) è ñ последовательно-параллельными систе-

мами (ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ïàðàëëåëüíûõ ïîäñèñòåì),
ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 2.6, à òàêæå èõ êîìáèíàöèÿìè.

∑
n

j = k

n

j 
  ∑

k– 1

j = 0

n

j 
 

n

k – 1 
 

1
λ
--- ∑

n

i = k

1
i
---

Π
n

i = 1 1 m i m n
min

Π
n

i = 1 1 m i m n
max
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31§ 2.6. Системы со смешанной структурой

Äëÿ ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëåí-
íîé íà ðèñ. 2.6, a, ÂÁÐ çàïèñûâàåòñÿ êàê

Pñèñò = 1 – 1 –  pij , (2.38)

ãäå mj — ÷èñëî ýëåìåíòîâ â j-é ãðóïïå ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåí-

íûõ ýëåìåíòîâ, à äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðû
(ðèñ. 2.6, á) èìååì

Pñèñò = 1 – qij , (2.39)

çäåñü sj — ÷èñëî ýëåìåíòîâ â j-é ãðóïïå ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåí-

íûõ ýëåìåíòîâ.

Общий случай приводимых структур

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìû èìåþò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûå ñìåøàí-
íûå ñòðóêòóðû. Îäíàêî îíè ïî÷òè âñåãäà ðåäóöèðóþòñÿ äî áîëåå
ïðîñòûõ ñèñòåì, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ïðèâîäèìûìè ñòðóêòóðàìè. Ïî-
ÿñíèòü ýòî óäîáíåå âñåãî ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà. Ðàñ-
ñìîòðèì ñìåøàííóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 2.7) è ïðîâåäåì ñ íåé ïðîöå-
äóðó ðåäóêöèè áëîê-ñõåìû íàäåæíîñòè.

1 2 m
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1 2 m
2

1 2 m
n

1-я подсистема
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s
1

1

2

s
2

1

2

s
n

1

1-я подсистема 2-я подсистема n-я подсистема

б

Рис. 2.6
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32 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

Ñíà÷àëà âûäåëèì äâå ïîäñèñòåìû: ïîñëåäîâàòåëüíóþ èç ýëå-
ìåíòîâ 2 è 3 è ïàðàëëåëüíóþ èç ýëåìåíòîâ 4 è 5, ïðåîáðàçîâàâ ýòè

ôðàãìåíòû â ñîîòâåòñòâóþùèå ýêâèâàëåíòíûå ýëåìåíòû 6 è 7. Çà-

òåì ýëåìåíòû 6 è 7 ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ â ýêâèâàëåíòíûé ýëåìåíò 8.
Íàêîíåö, âñÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäíåìó ýêâèâàëåíòíîìó
ýëåìåíòó 9.

Ïîñòðîåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû
ñèñòåìû íà÷íåì ñ êîíöà. ßñíî, ÷òî Pñèñò = p9. Äàëåå, p9 = p1p8.

Ïîäñòàâëÿÿ p8 = 1 – q6q7, ïîëó÷àåì p9 = p1(1 – q6q7). Ïîäñòàâëÿÿ

p6 = p2p3 è p7 = 1 – q4q5, ïîëó÷àåì p9 = p1(1 – (1 – p2p3)q4q5), ãäe

èñêîìîå Pñèñò âûðàæåíî ÷åðåç âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû

àòîìàðíûõ ýëåìåíòîâ.
Êðîìå ïðèâîäèìûõ ñòðóêòóð, èìåþòñÿ òàêæå íåïðèâîäèìûå

ñòðóêòóðû, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâ å3.

2 3

1
4

5

2 3 6=

4

5 = 7

7

6

1

6

7 = 8

1 8

1 8 9=

9

Рис. 2.7
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33§ 2.7. Ненагруженное резервирование — холодный резерв

§ 2.7. НЕНАГРУЖЕННОЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЕ —
ХОЛОДНЫЙ РЕЗЕРВ

Параллельная система

Óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ãîðÿ÷åå ðåçåðâèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
íåýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ óâåëè÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáî-
òû äî îòêàçà. Áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ненагруженное, èëè õî-
ëîäíîå, ðåçåðâèðîâàíèå, êîãäà íà ðàáî÷åé ïîçèöèè íàõîäèòñÿ
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò, íî â ñëó÷àå îòêàçà îí ìãíîâåííî çàìåíÿåòñÿ
íà íîâûé èñïðàâíûé ýëåìåíò. Êîíå÷íî, íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ïîäîá-
íàÿ ñõåìà ìãíîâåííîé çàìåíû ÿâëÿåòñÿ èäåàëèçèðîâàííîé: ïðàêòè-
÷åñêè ïîäêëþ÷åíèå íîâîãî ýëåìåíòà òðåáóåò îïðåäåëåííîãî ðàçîãðå-
âà: â ñèëüíîòî÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñõåìàõ ýòî ñâÿçàíî ñ ïåðåõîäíû-
ìè ïðîöåññàìè â èñòî÷íèêàõ ïèòàíèÿ, â ìåõàíè÷åñêèõ îáúåêòàõ –
ñ èíåðöèîííîñòüþ ïîäâèæíûõ äåòàëåé, à â öèôðîâûõ – ñ íåîáõîäè-
ìîñòüþ çàãðóçêè ïðîãðàìì è ïîâòîðíîãî ââîäà âõîäíûõ äàííûõ.

Äëÿ ñëó÷àÿ õîëîäíîãî ðåçåðâà óñëîâíàÿ áëîê-ñõåìà íàäåæ-
íîñòè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.8.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ
îñíîâíîé íàõîäèòñÿ â ðàáî÷åì ðåæèìå, à îñòàëüíûå (n – 1) – â õî-
ëîäíîì. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè òàêîé ñõåìå ðåçåðâè-
ðîâàíèÿ âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû èäåíòè÷íû. Òàêæå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî, íàõîäÿñü â ðåçåðâå, ýëåìåíòû íå òåðÿþò ñâîèõ êà÷åñòâ è
íå ìîãóò îòêàçàòü. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ ðàáîòû ñèñòåìû Xñèñò ìîæíî

çàïèñàòü ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå íàðàáîòêè îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ:

Xñèñò = X1 + X2 + ... + Xn. (2.40)

Äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ñèñòåìû äî îòêàçà èìååì

Tñèñò = nT. (2.41)

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (2.41) ñïðàâåäëèâî äëÿ
ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé âðåìåíè äî îòêàçà ýëåìåí-
òîâ. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà ó òà-
êîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå ñóì-
ìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ò. å. âûðàæàåòñÿ ÷åðåç n-
êðàòíóþ ñâåðòêó:

(t) = 1 – (t – x)dF(x) = 1 – F*n(t), (2.42)

ãäå F*n(t) îáîçíà÷àåò n-êðàòíóþ ñâåðòêó*.

2.7.1.

1

2

n –1

Рис. 2.8
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34 Глава 2. Невосстанавливаемые системы

Ôîðìóëà (2.42) äàåò ïðîñòîå âûðàæåíèå â ñëó÷àå ýêñïîíåíöè-
àëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà ýëåìåíòà. Â ýòîì
ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó n ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäíèì è òåì æå  ïàðàìåòðîì λ.

×òî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà íå îòêàæåò çà âðåìÿ
t? Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ e–λt íå ïðîèçîéäåò íè îäíîãî îò-
êàçà, ñ âåðîÿòíîñòüþ λte–λt ïðîèçîéäåò ðîâíî îäèí îòêàç, ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ e–λτ ïðîèçîéäåò ðîâíî äâà îòêàçà, è òàê äàëåå äî (n – 1) îò-

êàçîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÂÁÐ òàêîé ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

(t) = e–λt = 1 – e–λt. (2.43)

Ôîðìóëà (2.43) çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà (ñì. Ïðèëî-
æåíèå 2).

Èç (2.43) ìîæíî ïîëó÷èòü óäîáíóþ ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó
äëÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíîé
ñèñòåìû, ò. å. ïðè λt n 1/n:

(t) d 1 – , (2.44)

ïðè÷åì (t) > (t).

Система типа «k из n»

Ñèñòåìà ýòîãî òèïà îáëàäàåò ðåçåðâèðîâàíèåì áîëåå îáùåãî òèïà,
÷åì ïðåäûäóùàÿ: çäåñü ïîñòîÿííî âêëþ÷åíî k ýëåìåíòîâ, à (n – k)

íàõîäÿòñÿ â ðåæèìå îæèäàíèÿ. Áëîê-
ñõåìó íàäåæíîñòè â ýòîì ñëó÷àå áóäåì
èçîáðàæàòü â âèäå, ïðåäñòàâëåííîì íà
ðèñ. 2.9.

Êàê òîëüêî âîçíèêàåò (n – k + 1)-é îò-
êàç, ñèñòåìà â öåëîì îòêàçûâàåò. Åñëè
ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè äî îòêàçà ýëå-
ìåíòà ýêñïîíåíöèàëüíîå, òî ïîëó÷èòü
âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû è ÂÁÐ òàêîé ñèñòåìû íå

* Ïî îïðåäåëåíèþ n-êðàòíàÿ ñâåðòêà ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F*n(t) = F*(n – 1)•F(t) è F*2(t) = f(t – x)dF(x).∫
0
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35§ 2.8. Облегченный резерв — теплое резервирование

ñîñòàâëÿåò òðóäà. Çàìåòèì, ÷òî äî ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ (n – k + 1)-
ãî îòêàçà ïîòîê îò-êàçîâ òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì
ñ ïàðàìåòðîì λk, à ñëåäîâàòåëüíî:

 = (n – k + 1)  (2.45)

è

(t) = e–λt = 1 –  e–λt. (2.46)

Èç (2.46) ñëåäóåò ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ âûñîêîíàäåæ-
íîé ñèñòåìû:

(t) d 1 – . (2.47)

Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è ïðåæäå, (t) > (t).

Ïðè ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà
ýëåìåíòîâ îáùèå âûðàæåíèÿ àáñîëþòíî íåêîíñòðóêòèâíû è îáû÷-
íî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, âêëþ÷àÿ ìåòîä
Ìîíòå-Êàðëî.

§ 2.8. ОБЛЕГЧЕННЫЙ РЕЗЕРВ — ТЕПЛОЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЕ

Íà ïðàêòèêå íå ðàáîòàþùèå àêòèâíî ýëåìåíòû îáû÷íî òàêæå ðàñ-
õîäóþò ñâîé ðåñóðñ, ò. å. ïðè âêëþ÷åíèè â ðàáîòó îòëè÷àþòñÿ îò
íîâûõ è ìîãóò âîîáùå îòêàçàòü, íàõîäÿñü åùå â ðåæèìå õðàíåíèÿ
èëè îæèäàíèÿ ïîäêëþ÷åíèÿ. Òàêîé òèï ðåçåðâèðîâàíèÿ íàçûâà-
þò îáëåã÷åííûì, èëè, íà èíæåíåðíîì æàðãîíå, òåïëûì. Ïðè
ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà íàõîæ-
äåíèå äëÿ òåïëîãî ðåçåðâà êàêèõ-ëèáî ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè
àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, îñòàåòñÿ
ëèøü ðàññ÷èòûâàòü íà ìåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Áîëåå òîãî, ìîäåëè òåïëîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ðåäêî ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå
èñõîäíûå äàííûå îòñóòñòâóþò — íå èçâåñòíû íè ñòåïåíü íàãðó-
æåííîñòè, íè èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ â ðåæèìå îæèäàíèÿ.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà è â
ðàáî÷åì ðåæèìå, è â ðåæèìå õðàíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíûå, òî çà-
äà÷à îöåíêè ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû èìååò ïðîñòîå
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå:

Tñèñò =  . (2.48)

Tcèñò
n k,( ) T

k
----

Pcèñò
n k,( ) ∑

n – k

j = 1

λkt( )j
j!

----------------- ∑
×

j = n – k + 1

λkt( )j
j!

-----------------

Pcèñò
n k,( )f λkt( )n–k+ 1

n  – k  + 1( )!
----------------------------------

Pcèñò
n k,( )f

Pcèñò
n k,( )

∑
m

j = 0

1
λ k + m  – j( )α[ ]
---------------------------------------------
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36 Глава 3. Системы с сетевой структурой

Глава 3

Системы с сетевой структурой

Рассматриваются общие методы анализа надежности сис!
тем с сетевой структурой, начиная с простейшей из них —
мостиковой структуры. Приводятся простые иллюстратив!
ные примеры. Даются граничные оценки и приближенные
формулы.

§ 3.1. МОСТИКОВАЯ СТРУКТУРА

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàëèñü ïðèâîäèìûå ñòðóêòóðû. Îäíàêî íà
ïðàêòèêå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñòðóêòóðû, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè ê
îäíîìó ýêâèâàëåíòíîìó ýëåìåíòó ïóòåì ñâîðà÷èâàíèÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ öåïî÷åê. Ê òàêîãî ðîäà ñèñòåìàì îòíî-
ñÿòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå ñèñòåìû ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé: òåëåêîììó-
íèêàöèîííûå, ýíåðãåòè÷åñêèå, òðàíñïîðòíûå. ×àñòî ðàññìàòðèâà-
þòñÿ äâóõïîëþñíûå ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóåìûå связностью âõîäà
è âûõîäà ãðàôà, ïðåäñòàâëÿþùåãî áëîê-ñõåìó íàäåæíîñòè.

Ìû íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ мостиковой системы — ïðîñòåéøåé
ñèñòåìû ñ неприводимой структурой. Ñòðóêòóðà òàêîé ñèñòåìû
ïðåäñòàâëåíà áëîê-ñõåìîé íàäåæíîñòè íà ðèñ. 3.1. 

МИНИМАЛЬНЫЕ ПУТИ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà ðàáî-
òîñïîñîáíà, åñëè ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé åå íà áëîê-ñõåìå íàäåæ-
íîñòè, ñâÿçåí, ò. å. èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ïóòü îò âõîäà äî âûõîäà
äâóõïîëþñíîãî ãðàôà.

Введем понятие минимального пути графа:
это такой путь, отказ любого элемента
которого приводит к потере связности
данного пути, т. е. такой путь не имеет
лишних элементов.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû ìè-
íèìàëüíîãî ïóòè ðàáîòîñïîñîáíû, òî

1

3

2 5

4
выходвход

Рис. 3.1
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37§ 3.1. Мостиковая структура

ãðàô áóäåò ñâÿçåí, äàæå åñëè âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû îòêàçàëè,
íî î÷åðåäíîé îòêàç ëþáîãî èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ìèíèìàëüíîãî ïó-
òè ïðèâåäåò óæå ê íåïðåìåííîìó îòêàçó ñèñòåìû. Èíà÷å ãîâîðÿ,
ìèíèìàëüíûé ïóòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäè-
íåíèå ýëåìåíòîâ.

Â ñëó÷àå ìîñòèêîâîé ñèñòåìû ïîëíûé íàáîð ìèíèìàëüíûõ ïó-
òåé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.2. Ýòîò íàáîð ñîñòàâëÿþò ïîäìíîæåñò-
âà ýëåìåíòîâ {x1; x4}, {x2; x5}, {x1; x3; x5} è {x2; x3; x4}.

Åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç óêàçàííûõ ïóòåé, òî ñèñòåìà
ðàáîòîñïîñîáíà. Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ìîñòèêîâîé ñèñòåìû, âû-
ðàæåííàÿ ÷åðåç ìèíèìàëüíûå ïóòè, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

ϕ(x1, ... , x5) = (x1 ∩ x4) ∪ (x2 ∩ x5) ∪
∪ (x1 ∩ x3 ∩ x5) ∪ (x2 ∩ x3 ∩ x4). (3.1)

Ñêîáêè â âûðàæåíèè äëÿ ëîãè÷åñêîé ñóììû ïîñòàâëåíû ëèøü
äëÿ óäîáñòâà ïðî÷òåíèÿ ôîðìóëû. Ôîðìóëó (3.1) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äå Ìîðãàíà

ϕ(x1, ... , x5) =

= . (3.2)

Òàêàÿ ôîðìóëà, ñîäåðæàùàÿ òîëüêî êîíúþíêòèâíûå ôîðìû,
îêàçûâàåòñÿ áîëåå óäîáíîé â äàëüíåéøèõ âûâîäàõ.

МИНИМАЛЬНЫЕ РАЗРЕЗЫ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèñòåìà îòêàæåò,
åñëè ïðîèçîéäóò îòêàçû ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ðàçðåç ñèñòåìû.

Введем понятие минимального разреза системы: это такое множество
элементов системы, что при отказе всех их система отказывает, если
даже все остальные элементы исправны. 

Â òî æå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ëþáîãî èç
ýëåìåíòîâ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà â ýòîé æå ñèòóàöèè ïðèâîäèò ê
âîññòàíîâëåíèþ ñâÿçíîñòè äâóõïîëþñíîãî ãðàôà. Ó ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîñòèêîâîé ñõåìû òàêèõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ òàêæå

2 51 4 3

2

41

3

5

x1, x4 x2, x5 x1, x3, x5 x2, x3, x4

Рис. 3.2

x1 x4∩( ) x2 x5∩( ) x1 x3 x5∩ ∩( ) x2 x3 x4∩ ∩( )∩ ∩ ∩
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38 Глава 3. Системы с сетевой структурой

÷åòûðå: {x1; x2}, {x4; x5}, {x1; x3; x5}, {x2; x3; x4}. Ýòè ðàçðåçû

ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.3.
Áóëåâû ôóíêöèè, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå îòêàçà ïåðå÷èñëåí-

íûõ ðàçðåçîâ, áóäóò èìåòü âèä, ñîîòâåòñòâåííî:  ∩ ,  ∩ ,

 ∩  ∩  è  ∩  ∩ . Îòêàç ñèñòåìû ïðîèñõîäèò, åñëè âñå
ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå êàêîìó-ëèáî äàæå òîëüêî îäíîìó ðàç-
ðåçó, îòêàæóò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ìîñòèêîâîé
ñèñòåìû, âûðàæåííàÿ ÷åðåç ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû, èìååò âèä:

ϕ(x1, ... , x5) =

= . (3.3)

Ïîíÿòíî ÷òî îáà ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ìîñòè-
êîâîé ñèñòåìû (3.2) è (3.3) ýêâèâàëåíòíû, ÷òî ñëåäóåò òàêæå èç
ïðàâèëà äå Ìîðãàíà.

Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñåòåâîé ñèñòåìû, èëè åå
ôóíêöèÿ ñâÿçíîñòè, åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóëåâà ñòðóêòóð-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà åäèíèöå, ò. å.

Pñèñò = h(p) = h(p1, p2, ... , pn) = E{ϕ(x1, ... , x5}, (3.4)

ãäå pi = E{xi} åñòü âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû i-ãî ýëåìåíòà.
Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ñåòåâûõ ñòðóêòóð ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íå äàåò ïðîñòûõ âûðàæåíèé â ñèëó çàâèñè-
ìîñòè ìåæäó ñîáîé ïóòåé, ðàâíî êàê è ðàçðåçîâ — èç-çà òîãî, ÷òî â
ðàçëè÷íûå ïóòè èëè ðàçðåçû ìîãóò âõîäèòü îäíè è òå æå ýëåìåíòû.

§ 3.2. МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИИ СВЯЗНОСТИ

Метод прямого перебора

Íàèáîëåå ïðîñòûì, õîòÿ â òî æå âðåìÿ è ñàìûì áåñïåðñïåêòèâ-
íûì ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè äâóõïîëþñíîãî
ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðÿìîãî ïåðåáîðà ñîñòîÿíèé. Äëÿ ñèñòåìû

1

3

2 5

4

x1, x2

1

3

2 5

4

x4, x5

1

3

2 5

4

x1, x3, x5

1

3

2 5

4

x2, x3, x4

Рис. 3.3

x1 x2 x4 x5

x1 x3 x5 x2 x3 x4

x1 x2∩( ) x4 x5∩( ) x1 x3 x5∩ ∩( ) x2 x3 x4∩ ∩( )∩ ∩ ∩

3.2.1.
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39§ 3.2. Метод вычисления функции связности

èç n ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò 2n ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé, ò. å. óæå äëÿ
n = 400 ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðåâûñèò ãóãë*. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü óïîìèíàíèåì ýòîãî ìåòîäà.

Метод декомпозиции булевых функций

Áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
ñâîåãî àðãóìåíòà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ìîñ-
òèêîâîé ñèñòåìû, íàïðèìåð, ìîæíî çàïèñàòü 

ϕ (x1, x2, x3, x4, x5) = x3 ϕ (x1, x2, 1, x4, x5) +

+ ϕ (x1, x2, 0, x4, x5), (3.5)

ãäå «1» è «0» ñòîÿò â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ íà ïîçèöèè
3-ãî ýëåìåíòà. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè ñ ôèêñèðî-
âàííûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà x3 íå çàâèñÿò îò x3, ïîýòîìó âåðîÿò-

íîñòü ñâÿçíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Pñèñò = E {ϕ (x1, x2, x3, x4, x5)} = E{x3} × E{ϕ (x1, x2, 1, x4, x5)} +

+ E{ } × E{ϕ (x1, x2, 0, x4, x5)} = p3E {(x1 ∪ x2) ∩ (x4 ∪ x5)} +

+ q3E {(x1 ∩ x4) ∪ (x2 ∩ x5)}, (3.6)

ãäå p = E{x} è q = E{ }.
Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî äå Ìîðãàíà, èìååì

Pñèñò = p3E { } = q3E { } =

= p3 (1 – q1q2) (1 – q4q5) + q3 [1 – (1 – p1p4) (1 – p2p5)]. (3.7)

Ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþ-
ùåé óñëîâíîé ãðàôè÷åñêîé ôîðìå:

P { } = p3P { } + q3P { }. (3.8)

Åñòåñòâåííî, ðàçëîæåíèå (3.5) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì: ýëå-
ìåíò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå áóëåâîé
ôóíêöèè, ìîæåò áûòü è èíûì. Â ñëó÷àå ìîñòèêîâîé ñõåìû ðàçëî-
æåíèå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ýëåìåíòà îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì,
ò. å. ñâîäèò íåïðèâîäèìóþ ñòðóêòóðó ê ïðèâîäèìîé.

* Ãóãë (Google) — íàèáîëüøåå ôèçè÷åñêîå ÷èñëî, ðàâíîå 10100.
×èñëî ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âî Âñåëåííîé; âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
Âñåëåííîé, èçìåðåííîå â íàíîñåêóíäàõ; äèàìåòð Âñåëåííîé, èçìå-
ðåííûé â àíãñòðåìàõ, — âñå îíè íå ïðåâûøàþò ãóãëà. Ñòîëü áîëü-
øèå ÷èñëà ïðèíÿòî íàçûâàòü êîìáèíàòîðíûìè.

3.2.2.

x3

x3

x
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40 Глава 3. Системы с сетевой структурой

 Ïðîèçâåäåì ðàçëîæåíèå ñòðóê-
òóðíîé ôóíêöèè ñèñòåìû ñ ìîñòèêîâîé ñòðóê-
òóðîé (ðèñ. 3.1) îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòà 1. Äâå
ñîîòâåòñòâóþùèå áëîê-ñõåìû íàäåæíîñòè äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ðåáðî 1 ñòÿíóòî â òî÷êó, è äëÿ
ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ ðåáðà 1 ïðåäñòàâëåíû íà
ðèñ. 3.4, à, á ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàñ÷åòíàÿ ôîðìóëà â ýòîì ñëó÷àå
ïðèìåò âèä

p1 {1 – [1 – (1 – q2q3)p5]q4} +

+ q1p2 [1 – (1 – p3p4)q5].

Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñåòåé âûáîð ýëå-
ìåíòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî äåëàåòñÿ
ðàçëîæåíèå, íå ñòîëü òðèâèàëåí. Áîëåå
òîãî, ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå îòíîñèòåëüíî êàêîãî-òî
ýëåìåíòà âîîáùå íå óïðîñòèò çàäà÷ó, íàïðèìåð, åñëè âûáðàí ýëå-
ìåíò, óæå ïðèíàäëåæàùèé ê ïðèâîäèìîé ñòðóêòóðå.

Метод статистического моделирования —
метод Монте-Карло

Äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ïðèìå-
íÿòü ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÝÂÌ. Îòíîñèòåëüíî
ïðîñòûå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü áåç ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ
òîëüêî âñòðîåííûå ôóíêöèè Microsoft Excel. Áîëåå ñëîæíûå çà-
äà÷è òðåáóþò íàïèñàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðîãðàìì.

МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ОТКАЗОВ РЕБЕР. Îäíèì èç åñòåñòâåí-
íûõ ìåòîäîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ îöåíêè âåðîÿò-
íîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èìèòàöèÿ ñëó÷àéíûõ îòêàçîâ
ðåáåð è ïðîâåðêà ñâÿçíîñòè äëÿ ïîëó÷åííûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.
Â ýòîì ñëó÷àå ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó ðåáðó ñåòè ïðîèçâîäèòñÿ
ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà. Âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî ν, çàïèñàí-
íîå â ôîðìå äåñÿòè÷íîé äðîáè. Ýòî ÷èñëî ñðàâíèâàåòñÿ ñ èçâåñò-
íîé èëè çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà, p.
Åñëè ν < p, òî ýëåìåíòó ïðèïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå 1, åñëè æå ν > p,

òî ïðèïèñûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå 0. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñëó÷àéíîé ðå-
àëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ âñåõ ðåáåð îïðåäåëÿåòñÿ, ñâÿçåí ãðàô èëè
íåò. Åñëè ãðàô ñâÿçåí, òî â ñ÷åò÷èê ÷èñëà óñïåøíûõ èñïûòàíèé
ïðèáàâëÿåòñÿ åäèíèöà. Èíûìè ñëîâàìè, ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà èñ-

2 5

3

4

a

2 5

3 4

б

Рис. 3.4

ПРИМЕР 3.1.
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41§ 3.2. Метод вычисления функции связности

ïûòàíèé Áåðíóëëè. Ïîñëå íàáîðà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè íàõî-
äèòñÿ ÷àñòîòà óñïåøíûõ èñïûòàíèé ïî ôîðìóëå

 = , (3.9)

ãäå m — ÷èñëî óñïåõîâ, à M — ïîëíîå ÷èñëî èñïûòàíèé. Åñòåñò-
âåííî, ÷òî ÷èñëî îòêàçîâ (M – m) äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì, ÷òîáû îöåíêà (3.9) áûëà äîñòîâåðíîé.

Ðàññìîòðèì èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð ñ ìîñòèêîâîé ñèñòåìîé,
èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ïðîñòåéøèé ïðîãðàììíûé ïðîåêò, ðåàëèçî-
âàííûé â Microsoft Excel.

КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ ПРОЕКТА. Âèä ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ
ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.5. Ôîðìóëû, ðåàëèçóþùèå ðåøåíèå, ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáë. 3.1. Íàäåæíîñòü ýëåìåíòîâ (ò. å. ðåáåð ñåòè) ñ÷è-
òàåòñÿ â äàííîì ïðèìåðå îäèíàêîâîé è çàíîñèòñÿ â ÿ÷åéêó À5.
Â òàáë. 3.1 ýòî çíà÷åíèå ïðèíÿòî ðàâíûì 0.6. Ðåøåíèÿ äëÿ ñâÿç-
íîñòè ïóòåé äàíû ëèøü äëÿ óäîáñòâà è ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íû-
ìè. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (ÿ÷åéêà À10) — ýòî ðåçóëüòàò òåêóùåãî
ñòàòèñòè÷åñêîãî èñïûòàíèÿ.

Ïåðâîå æå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â ÿ÷åéêå À10 íåîáõîäèìî çà-
íåñòè â ëþáóþ ïóñòóþ ÿ÷åéêó â Ïîëå ðåøåíèé. Ïðè ýòîì äåéñò-
âèè àâòîìàòè÷åñêè ãåíåðèðóþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ
÷èñåë, è â ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ íîâîå ÷èñëî â ÿ÷åéêå A10.

Ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà íå çàïîëíèòñÿ âñå ïîëå ðåøå-
íèé. Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû (âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè
âõîäà è âûõîäà ãðàôà) ñ÷èòûâàåòñÿ â ÿ÷åéêå F2. (Ôóíêöèÿ, ðåà-
ëèçóåìàÿ â ÿ÷åéêå F2: = AVERAGE (H2:R11).)

P
m
M
------

номера элементов мости�овой схемы

�енератор случайных чисел

инди�аторы состояний элементов
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Рис. 3.5
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42 Глава 3. Системы с сетевой структурой

Таблица 3.1

Òàêîé ìåòîä ïðÿìîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îêàçû-
âàåòñÿ âåñüìà íåýôôåêòèâíûì â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì,
ïîýòîìó íèæå ïðèâîäÿòñÿ äâà äðóãèõ ìåòîäà. 

МЕТОД СТАТИСТИЧЕСКОЙ ОЦЕНКИ УСЛОВНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ. Ýòîò
ìåòîä ñîâìåùàåò ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñ àíàëèòè÷å-
ñêèì ðàñ÷åòîì. Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì, ÷òî âñå ðåáðà ñåòè ðàâíî-
íàäåæíû. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî íàèìåíüøèé èç ìèíèìàëü-
íûõ ðàçðåçîâ âêëþ÷àåò k ðåáåð, õîòÿ ÷èñëî òàêèõ ðàçðåçîâ ìîæåò
áûòü è íåèçâåñòíûì.

Ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåòè îòêàæåò ðîâ-
íî z ðåáåð, ïî ôîðìóëå

Pz = pn – zqz. (3.10)

Åñëè áû áûëè èçâåñòíû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè Wz òîãî, ÷òî

ñåòü îêàæåòñÿ íåñâÿçíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî â íåé îòêàçàëè ðîâíî z
ðåáåð, òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ñåòè ìîãëà áû áûòü íàé-
äåíà ïî ôîðìóëå

P = PzWz. (3.11)

Äëÿ îöåíêè óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé Wz ïðîâåäåì ñåðèþ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, èñêëþ÷àÿ èç ñåòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðîâíî z

Íîìåðà ýëåìåíòîâ ìîñòèêîâîé ñõåìû

1 2 3 4 5

Ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

=RAND() =RAND() =RAND() =RAND() =RAND()

Èíäèêàòîðû ñîñòîÿíèé ýëåìåíòîâ

=IF(A4>=
=$A$5,1,0)

=IF(B4>=
=$A$5,1,0)

=IF(C4>=
=$A$5,1,0)

=IF(D4>=
=$A$5,1,0)

=IF(E4>=
=$A$5,1,0)

1-é ïóòü 2-é ïóòü 3-é ïóòü 4-é ïóòü

=IF(A6+D6>=
=1,1,0)

=IF(B6+E6>=
=1,1,0)

=IF(A6+C6+
+E6>=1,1,0)

=IF(B6+C6+
+D6>=1,1,0)

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû

=IF(A8+B8+C8+
+D8>=1,1,0)

n

z 
 

∑
n

z = 1
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43§ 3.2. Метод вычисления функции связности

ðåáåð, íà÷èíàÿ ñ z = k. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà z èíòåðåñóþùåé

íàñ âåëè÷èíû ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé (3.9):

z = , (3.12)

ãäå mk — ÷èñëî ñèòóàöèé, êîãäà ñåòü îêàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé ïîñëå

ñëó÷àéíîãî èçâëå÷åíèÿ èç íåå k ðåáåð, à Mk — ïîëíîå ÷èñëî èñïû-

òàíèé. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî èñïûòàíèé äëÿ ðàçíûõ k ìîæåò áûòü
ðàçíûì. Áîëåå òîãî, åñëè âåðîÿòíîñòè êàêèõ-ëèáî ñîñòîÿíèé ïðå-

íåáðåæèìî ìàëû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè z

ìîãóò è íå âû÷èñëÿòüñÿ âîâñå. Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîëó÷åíà îöåíêà:

 = Pz z. (3.13)

МЕТОД СТАТИСТИЧЕСКОГО ОЦЕНИВАНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ СОСТОЯНИЙ.

Â äàííîì ìåòîäå êàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ïðîâîäèòñÿ äî ìîìåíòà íàáëþäåíèÿ îòêàçà, ò. å. ðåáðà ñåòè
ñëó÷àéíûì îáðàçîì èñêëþ÷àþòñÿ îäíî çà äðóãèì äî òåõ ïîð, ïîêà
âïåðâûå íå íàðóøèòñÿ ñâÿçíîñòü ñåòè.

Ïóñòü ïðîâåäåíî M ýêñïåðèìåíòîâ, è ïîëó÷åí íàáîð ñëåäóþ-
ùèõ ïàð: (ν1, m1), (ν2, m2), ... , ãäå ν1 — ÷èñëî îòêàçàâøèõ ðåáåð ê
ìîìåíòó îòêàçà ñåòè, a mj ÷èñëî òàêèõ ðåàëèçàöèé. Âñå óêàçàí-
íûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè, õîòÿ ïðè ýòîì (íàèìåíü-
øàÿ èç âåëè÷èí) íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷èñëà ðåáåð â íàèìåíü-
øåì ìèíèìàëüíîì ñå÷åíèè. Â òî æå âðåìÿ 0 m mk m M.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ν1 < ν2 < ... , òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ïðè
÷èñëå îòêàçîâ ðåáåð â ñåòè ìåíüøå, ÷åì ν1, ïðè èñïûòàíèÿõ íå íà-
áëþäàëîñü îòêàçà ñåòè â öåëîì. Îáîçíà÷èì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
ñâÿçíîñòè ñåòè ïðè óñëîâèè, ÷òî â íåé îòêàçàëî ðîâíî k ðåáåð, ÷å-
ðåç Wk. Òîãäà èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî äî îòêàçà ðîâíî ν1 ðåáåð ñèñòå-
ìà íè ðàçó íå îòêàçàëà, ñëåäóåò, ÷òî

0 = 1 = 2 = ... =  = 1. (3.14)

Çàòåì â ñëó÷àå îòêàçà k ðåáåð óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè
ñíèæàåòñÿ çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ m1 îòêàçîâ äî óðîâíÿ:

 =  = ... =  = 1 – . (3.15)

Åñëè νs åñòü íàèáîëüøàÿ èç íàáëþäåííûõ âåëè÷èí, òî, î÷åâèäíî,

 =  = ... = 0. (3.16)

W

W
mk

Mk
---------

W

P̂ ∑
n

z = 1
W

W W W Wν1– 1

Wν1 Wν1+ 1 Wν2– 1
m1

M
--------

Wνs Wνs+ 1
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44 Глава 3. Системы с сетевой структурой

Èòàê, ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

 = Pz + 1 – • Pz +

+ 1 – • Pz + 1 – • Pz + ... . (3.17)

Îáû÷íî ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå
(3.17) áûâàåò íåâåëèêî. Ôîðìóëó (3.17) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áî-
ëåå óäîáíîé ôîðìå:

 = 1 – • Pz – • Pz –

– • Pz + ... = 1 – • 1 – Pz  –

– • 1 – Pz  – • 1 – Pz  – ... . (3.18)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà äëÿ , ïîæàëóé, íàèáîëåå óäîáíà, òàê
êàê âåðîÿòíîñòè, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ, îáû÷íî áûñòðî óáûâàþò.
Ïîýòîìó ëåãêî óâèäåòü, ãäå äîïóñòèìî áåç áîëüøîé ïîãðåøíîñòè
ïðåðâàòü âû÷èñëåíèÿ.

Êîíå÷íî, ìîæíî ðàññìîòðåòü è îáùèé ñëó÷àé, êîãäà âñå ðåáðà
èìåþò ðàçíóþ íàäåæíîñòü: ýòî ïðèâåäåò ëèøü ê áîëåå ãðîìîçä-
êèì ôîðìóëàì, íî ñóòü ðàññóæäåíèé ñîõðàíèòñÿ.

§ 3.3. ГРАНИЧНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ МОСТИКОВОЙ СТРУКТУРЫ

Системы из зависимых элементов

Ðàññìàòðèâàÿ îöåíêè äëÿ ñåòåé ñ ïðîèçâîëüíîé ñòðóêòóðîé, ìû
ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàë-
ëåëüíûõ ñèñòåì, ýëåìåíòû êîòîðûõ çàâèñèìû.

Ðàññìîòðèì áèíàðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû xi è xj. Èç òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî åñëè xi è xj êîððåëèðîâàííû,

òî äëÿ âåðîÿòíîñòè èõ ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè âûïîëíÿåòñÿ óñ-
ëîâèå

P (xi ∩ xj = 1) = P (xi = 1)•P (xj = 1) + Cov(xi, xj). (3.19)

P ∑
ν1 – 1

z = 0

 

 
 m1

M
-------- 

 ∑
ν2 – 1

z = ν1

 

 
 m1  + m2

M
------------------------- 

 ∑
ν3 – 1

z = ν2

 

 
 m1  + m2  + m3

M
------------------------------------------ 

 ∑
ν4 – 1

z = ν3

P
m1

M
-------- ∑

ν2 – 1

z = ν1

m1  + m2

M
------------------------- ∑

ν3 – 1

z = ν2

m1  + m2 + m3

M
------------------------------------------ ∑

ν4 – 1

z = ν3

m1

M
--------

 

 
 ∑

ν1 – 1

z = 0



m2

M
--------

 

 
 ∑

ν2 – 1

z = 0

 m3

M
--------

 

 
 ∑

ν2 – 1

z = 0



P

3.3.1.
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Äëÿ ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååì
Cov (xi, xj) > 0, ñëåäîâàòåëüíî,

P(xi ∩ xj = 1) > P(xi = 1) P(xj = 1). (3.20)

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîïàðíî
ïîëîæèòåëüíî êîððåëèðîâàííû (÷àñòü èç íèõ ìîæåò áûòü íåçàâè-
ñèìà), òî îíè íàçûâàþòñÿ стохастически связанными ñëó÷àéíûìè
âåëè÷èíàìè. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.20) ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî n òàêèõ ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü äëÿ âåðîÿòíîñòè èõ ñîâìåñòíîãî îñóùåñòâ-
ëåíèÿ íåðàâåíñòâî âèäà:

P xj = 1  = P{x1 ∩ x2 ∩ ... ∩ xn = 1} l P{xj = 1} = pj, 

(3.21)

ãäå pi = P{xj = 1}.

Ïðèìåíèì ýòî ïðàâèëî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëü-
íûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç óêàçàííûì ñïîñîáîì çàâèñèìûõ ýëå-
ìåíòîâ. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ n òàêèõ ýëåìåíòîâ èç
(3.21) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò:

Pñèñò = P  xj  l pi, (3.22)

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèì îáðàçîì çà-
âèñèìûõ â ñîâîêóïíîñòè ýëåìåíòîâ, íàäåæíåå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ
ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî è äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà áó-
äåò âûïîëíÿòüñÿ òî æå óñëîâèå: ñðåäíåå âðåìÿ äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîé ñèñòåìû èç çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ âûøå, ÷åì ñðåäíåå âðå-
ìÿ àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû èç m ýëåìåíòîâ ìîæíî çàïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè îòêàçà:

Qñèñò = 1 – Pñèñò = Å  j = 1  l P{ j = 1} = qj, (3.23)

ò. å. âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû èç çàâèñèìûõ â
óïîìÿíóòîì ñìûñëå ýëåìåíòîâ âûøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü îòêàçà òà-
êîé æå ñèñòåìû èç íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïà-
ðàëëåëüíàÿ ñèñòåìà èç íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ìåíåå íàäåæíà,
÷åì ñèñòåìà èç çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî êàñàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñ-
òè áåçîòêàçíîé ðàáîòû, òàê è ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà.
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46 Глава 3. Системы с сетевой структурой

Граничные оценки Эзари — Прошана

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîñòèêîâîé ñèñ-
òåìû ýêâèâàëåíòíà ëîãè÷åñêîé ôóíêöèè ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíå-
íèÿ âñåõ åå ìèíèìàëüíûõ ïóòåé (ðèñ. 3.6).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ìîñ-
òèêîâàÿ ñèñòåìà óñïåøíî ðàáîòàëà, íå-
îáõîäèìî íàëè÷èå õîòÿ áû îäíîãî ðàáî-
òîñïîñîáíîãî ïóòè. Ñõåìà íà ðèñ. 3.6 ñî-
îòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè (3.1).
Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïàðàëëåëüíî-ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû ïàðàëëåëüíûå
öåïî÷êè íà ðèñ. 3.6 ÿâëÿþòñÿ çàâè-
ñèìûìè, ïîñêîëüêó îäíè è òå æå ýëå-
ìåíòû ìîãóò âõîäèòü â íåñêîëüêî ðàç-

ëè÷íûõ ïóòåé, à ïîòîìó â äàííîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû
äëÿ ãîðÿ÷åãî ðåçåðâèðîâàíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåïðèìåíèìû. Ïóòè
ýòè çàâèñèìû òàêèì îáðàçîì, ÷òî îòêàç íåêîòîðîãî ýëåìåíòà k
îäíîâðåìåííî âûâîäèò èç ñòðîÿ âñå ïóòè, ñîäåðæàùèå äàííûé
ýëåìåíò.

Èç òîëêîâàíèÿ ôîðìóëû (3.23) ñëåäóåò, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà
Ýçàðè — Ïðîøàíà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ìîñòèêîâîé ñèñòå-
ìû ðàâíà

ý-ï = 1 – (1 – p1p4) (1 – p2p5) (1 – p1p3p5) (1 – p2p3p4). (3.24)

Ýòî æå óòâåðæäåíèå ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíî óñëîâíîé
ôîðìóëîé:

P{ } m P{ }. (3.25)

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ max q1 n 1/n, ïîñëå

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.24) ìîæíî çàïèñàòü:

 d 1 – (q1 + q4) (q2  + q5) (q1 + q3 + q5) (q2+ q3 + q4). (3.26)

Äëÿ èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ (3.26) ïðèìåò âèä:

 d 1 – 36q4. (3.27)

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Ëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ âûðàæåíèþ (3.3), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà è â âèäå ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ (ðèñ. 3.7).

Â îòëè÷èå îò îáû÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû
ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷åííûå ðàçðåçû íà ðèñ. 3.6 ÿâëÿþòñÿ çàâè-

3.3.2.
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47§ 3.3. Граничные оценки для мостиковой структуры

ñèìûìè, ïîñêîëüêó îäíè è òå æå ýëåìåíòû ìîãóò âõîäèòü â íå-
ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðàçðåçîâ. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ñòàíäàðò-
íàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ íå ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà. Ðàçðåçû ýòè çàâèñèìû, ïðè÷åì îòêàç íåêîòîðîãî
ýëåìåíòà k â îäíîì èç ðàçðåçîâ ïðèâîäèò ê îòêàçó îäíîèìåííûé
ýëåìåíò â äðóãîì ðàçðåçå.

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì, ïðèâåäåí-
íûì â (3.22), ãäå ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïîñëåäîâà-
òåëüíîé ñèñòåìû èç çàâèñèìûõ â óïîìÿíóòîì ñìûñëå ýëåìåíòîâ
âûøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü îòêàçà òàêîé æå ñèñòåìû ñ íåçàâèñèìûìè
îäíîèìåííûìè ýëåìåíòàìè:

P{  = 1} l

l P{  = 1} × P {  = 1} × P{  = 1} ×

× P{  = 1}. (3.28)

Ïîäñòàâëÿÿ âåðîÿòíîñòè qk = P{( k = 1}, èç (3.28) íàõîäèì íèæ-

íþþ ãðàíèöó Ýçàðè — Ïðîøàíà äëÿ  ìîñòèêîâîé ñèñòåìû:

 m (1 – q1q2) (1 – q4q5) (1 – q1q3q5) (1 – q2q3q4). (3.29)

Ôîðìóëà (3.29) ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíà â óñëîâíîé ôîðìå:

P{ } l P{ }. (3.30)

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ max qi n 1/n, ïîñëå

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.30) ìîæíî çàïèñàòü

 d 1 – q1q2 – q4q5, (3.31)

÷òî äëÿ èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ äàåò ïðèáëèæåíèå

 d 1 – 2q2. (3.32)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè max qi º 0 âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû

ñáëèæàþòñÿ, ñòðåìÿñü ê åäèíèöå.

2

4

1

5

1

2

4

5
3 3

Рис. 3.7

x1 x2∩( ) x4 x5∩( ) x1 x3 x5∩ ∩( ) x2 x3 x4∩ ∩( )∩ ∩ ∩

x1 x2∩( ) x4 x5∩( ) x1 x3 x5∩ ∩( )

x2 x3 x4∩ ∩( )

x

Pý-ï

Pý-ï

Pý-ï

Pý-ï

2024740v1.fm  Page 47  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



48 Глава 3. Системы с сетевой структурой

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè Ýçàðè — Ïðî-
øàíà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ìîñòèêîâîé ñèñòåìû: 

(1 – q1q2) (1 – q4q5) (1 – q1q3q5) (1 – q2q3q4) m

m Pñèñò m 1 – (1 – p1p4) (1 – p2p5) (1 – p1p3p5) (1 – p2p3p4). (3.33)

Граничные оценки Литвака — Ушакова

Ïðè ðàñ÷åòå ãðàíèö Ëèòâàêà — Óøàêîâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ðå-
áåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìèíèìàëüíûå ïóòè è ìèíèìàëüíûå ðàç-
ðåçû ñåòåâîé ñèñòåìû, ò. å. ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ òàêèå, â êî-
òîðûõ íå âñòðå÷àåòñÿ êàêîé-ëèáî ýëåìåíò äâàæäû.

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèÿ â
âèäå ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ïóòåé. Äëÿ ìîñòèêîâîé
ñèñòåìû ìîæåò áûòü ñîñòàâëåíî òðè òàêèõ âàðèàíòà (ðèñ. 3.8).

Ïîÿñíèì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íàáîðà ìèíèìàëüíûõ ïóòåé
äëÿ ìîñòèêîâîé ñèñòåìû.

(а) Âûäåëèì ïóòü (x1, x4). Òîãäà â ãðàôå îñòàþòñÿ ýëåìåíòû

x2, x3 è x5. Ýëåìåíò x3 — âèñÿ÷åå ðåáðî, ò. å. ÿâëÿåòñÿ íå-

ñóùåñòâåííûì. Îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû îáðàçóþò åùå îäèí
íåçàâèñèìûé ïóòü (x2; x5). Èòàê, îáðàçîâàí ïåðâûé íàáîð

íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé: (x1; x4) è (x2; x3).

(б) Âûäåëèì ïóòü (x1; x3; x5). Ïîñëå ýòîãî â ñåòè îñòàëèñü

òîëüêî ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå èçîëèðîâàííûì âèñÿ-
÷èì ðåáðàì, ò. å. ïîñòðîåíèå âòîðîãî íàáîðà íåçàâèñèìûõ
ïóòåé çàêîí÷åíî.

(в) Âûäåëèì ïóòü (x2; x3; x4) è ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ, ïðè-

âåäåííûå â ïóíêòå (б).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû âñå âîçìîæíûå íàáîðû íåçàâèñè-
ìûõ (ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ) ïóòåé.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, íàïîìíèì, ÷òî ñåòåâûå ñòðóê-
òóðû îáëàäàþò åñòåñòâåííûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: ïîâûøå-
íèå íàäåæíîñòè êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ

3.3.3.
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íàäåæíîñòè ñèñòåìû â öåëîì, à ïîíèæåíèå íàäåæíîñòè ýëåìåíòà
ïðèâîäèò, ñîîòâåòñòâåííî, ê ïîíèæåíèþ íàäåæíîñòè ñèñòåìû.
Äåéñòâèòåëüíî, âàðèàíò (а) íà ðèñ. 3.8 ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,
êîãäà ýëåìåíò x3 àáñîëþòíî íåíàäåæåí (èñêëþ÷åí); âàðèàíòàì (б)

è (в) ñîîòâåòñòâóþò èñêëþ÷åíèå ýëåìåíòîâ {x2, x4} è {x1, x5} ñîîò-

âåòñòâåííî. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íàäåæíîñòü ñèñòåìû óõóäøåíà.
Èíûìè ñëîâàìè, íàäåæíîñòü âñåõ âàðèàíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 3.8, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íèæíÿÿ ãðàíèöà íåèçâåñò-
íîãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ. Èç íèæíèõ îöåíîê ëó÷øåé ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëüøàÿ èç íèõ, ïîýòîìó äëÿ ìîñòèêîâîé ñèñòåìû ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùåå åå çíà÷åíèå:

Ë-Ó = max{ , , } =

= max{1 – (1 – p1p4) (1 – p2 p5), p1p3p5, p2p3p4}. (3.34)

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, ò. å. ïðè max qi n 1/n, íèæíÿÿ

ãðàíèöà â äàííîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

Ë-Ó d max{1 – (q1 + q4) (q2 + q5); 1 – (q1 + q3 + q5); 1 – (q2 + q3 + q4)}, 

(3.35)

÷òî îáû÷íî (ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ qj) ñâîäèò (3.35) ê âûðàæåíèþ

Ë-Ó d 1 – (q1 + q4) (q2 + q5). (3.36)

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ âåðõ-
íåé ãðàíèöû Ëèòâàêà — Óøàêîâà. Ðàññìîòðèì âñå ïîäìíîæåñò-
âà íåçàâèñèìûõ (ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ) ðàçðåçîâ ìîñòèêî-
âîé ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 3.1. Âñåãî èìååòñÿ òðè
òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ.

Âàðèàíò íà ðèñ. 3.9, à îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà ýëåìåíò x3 àá-

ñîëþòíî íàäåæåí; âàðèàíòû ðèñ. 3.9, á, â — ñëó÷àÿì, êîãäà ýëå-
ìåíòû {x2, x4} è {x1, x5} ñîîòâåòñòâåííî àáñîëþòíî íàäåæíû. Âî

âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ íàäåæíîñòü ñèñòåìû óëó÷øåíà, ïðè÷åì íàäåæ-
íîñòü êàæäîãî èç âàðèàíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3.8, ìîæåò
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ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåðõíÿÿ ãðàíèöà èñòèííîãî çíà÷åíèÿ. Î÷å-
âèäíî, ëó÷øåé èç âåðõíèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøàÿ. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðèìåíèòåëüíî ê ìîñòèêîâîé ñèñòåìå ìîæíî çàïèñàòü:

Ë-Ó = min{ , , } =

= max{(1 – q1q2) (1 – p4p5); 1 – q1q3q5; 1 – q2q3q4}. (3.37)

Ïðè qi n 1.n íèæíÿÿ îöåíêà áóäåò èìåòü âèä:

Ë-Ó d max{1 – (q1q2 + q5q4); 1 – q1q3q5; 1 – q2q3q4}, (3.38)

÷òî îáû÷íî (ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ qi) ñâîäèò (3.38) ê âûðàæåíèþ

Ë-Ó d max{1 – q1q3q5; 1 – q2q3q4}, (3.39)

èëè äëÿ èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ

Ë-Ó d 1 – q3. (3.40)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû Ëèòâàêà –
Óøàêîâà äëÿ ìîñòèêîâîé ñèñòåìû:

max{1 – (1 – p1p4) (1 – p2p5), p1p3p5, p2p3p4} m

m Pñèñò m min {(1 – q1q2) (1 – q4p5), 1 – q1q3q5, 1 – q2q3q4}. (3.41)

Сравнение граничных оценок Эзари — Прошана
и Литвака — Ушакова

Â òàáë. 3.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé âåðõíèõ è íèæíèõ
ãðàíèö ïîëó÷åííûå ìåòîäàìè Ýçàðè — Ïðîøàíà è Ëèòâàêà — Óøà-
êîâà. Íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíèöû äëÿ çíà÷åíèé âåðî-
ÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòîâ, áëèçêèõ ê åäèíèöå. Íà
ðèñ. 3.10 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âåðõíèõ è íèæíèõ
ãðàíèö íàäåæíîñòè ìîñòèêîâîé ñèñòåìû îò íàäåæíîñòè åå ýëå-

ìåíòîâ. Ýëåìåíòû ïðåäïîëàãàþòñÿ
èäåíòè÷íûìè.

Íà ðèñ. 3.10 îáîçíà÷åíû ñîîò-
âåòñòâåííî: òîíêèìè ëèíèÿìè 1 è

2 — âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè Ýçà-

ðè — Ïðîøàíà, à æèðíûìè 3 è 4 —
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè Ëèòâàêà-
Óøàêîâà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàê-
òèêè âàæíåå ñëó÷àé îòíîñèòåëüíî
âûñîêèõ p, ò. å. îöåíêà Ýçàðè — Ïðî-
øàíà îêàçûâàåòñÿ â äàííîì ñëó÷àå
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à( ) PË-Ó
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51§ 3.4. Сетевые системы общего вида

áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé. Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû, ñâÿçàííûå ñ
íàõîæäåíèåì îöåíîê ïî ìåòîäó Ýýàðè — Ïðîøàíà áóäóò îáñóæäå-
íû íèæå â § 3.4 ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîèçâîëüíûõ äâóõïîëþñíûõ
ñåòåâûõ ñèñòåì.

§ 3.4. СЕТЕВЫЕ СИСТЕМЫ ОБЩЕГО ВИДА

Âûøå áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ íåïðèâîäèìàÿ ñèñòåìà —
ìîñòèêîâàÿ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ îáû÷íî ãîðàçäî áî-
ëåå ñëîæíûå ñèñòåìû ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé — òåëåêîììóíèêà-

Таблица 3.2

P
Âåðõíÿÿ 

ËÓ
Âåðõíÿÿ 

ÝÏ
Òî÷íîå

Íèæíÿÿ 
ËÓ

Íèæíÿÿ 
ÝÏ

0 0 0 0 0 0

0.02 0.0016 0.0008 0.0008 0.0008 0

0.04 0.0061 0.0033 0.0033 0.0032 0.0001

0.06 0.0135 0.0076 0.0076 0.0072 0.0004

0.08 0.0236 0,0138 0.0137 0.0128 0.0012

0.10 0.0361 0.0219 0.0215 0.0199 0.0027

0.20 0.1296 0.0931 0.0886 0.0784 0.0309

0.30 0.2601 0.216 0.1984 0.1719 0.1123

0.40 0.4096 0.3818 0.3405 0.2944 0.2518

0.50 0.5625 0.5693 0.5000 0.4375 0.4307

0.60 0.7056 0.7482 0.6595 0.5904 0.6182

0.70 0.8281 0.8877 0.8016 0.7399 0.7840

0.80 0.9216 0.9691 0.9114 0.8704 0.9069

0.90 0.9801 0.9973 0.9785 0.9639 0.9781

0.92 0.9872 0.9988 0.9863 0.9764 0.9862

0.94 0.9928 0.9996 0.9924 0.9865 0.9924

0.96 0.9968 0.9999 0.9967 0.9939 0.9967

0.98 0.9992 1.0000 0.9992 0.9984 0.9992
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52 Глава 3. Системы с сетевой структурой

öèîííûå, ýíåðãåòè÷åñêèå, òðàíñïîðòíûå. Äëÿ ýòèõ ñèñòåì ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû òå æå ìåòîäû îöåíêè âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè
äâóõïîëþñíûõ ñåòåé, êîòîðûå áûëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âûøå.

Метод декомпозиции булевых функций

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ñëîæíûõ ñåòåâûõ ñèñòåì ìåòîä ðàçëîæåíèÿ
áóëåâîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî åå àðãóìåíòîâ íà ïðàêòèêå îêà-
çûâàåòñÿ íåýôôåêòèâíûì. Ìîæíî ïî-ïðåæíåìó çàïèñàòü äëÿ
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè âûðàæåíèå

ϕ(x1, ... , xk, ... , xn) = xkϕ(x1, ... , 1, ... , xn)} +

+ kϕ(x1, ... , 0k, ... , xn), (3.42)

ãäå ÷åðåç 1k è 0k îáîçíà÷åíû åäèíèöà è íóëü, ñòîÿùèå â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ íà k-é ïîçèöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíàÿ
ôóíêöèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà íå çàâèñèò îò
ýòîãî àðãóìåíòà, ïîýòîìó

Pñèñò = E{ϕ(x1, ... , xk, ... , xn)} = Å{xk} × Å{ϕ(x1, ... , 1, ... , xn) +

+ Å{ k} × E{ϕ(x1, ... , 0, ... , xn)} = PkE{ϕ(x1, ... , 1, ... , xn)} +

+ qkE{ϕ(x1, ... , 0, ... , xn)} (3.43)

Îäíàêî ñàìî íàõîæäåíèå îáåèõ âåëè÷èí {ϕ(x1, ... , 1, ... , xn) è

{ϕ(x1, ... , 0, ... , xn) ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ òðóäíîðåøàåìîé çàäà÷åé.

Åñòåñòâåííî, ðàçëîæåíèÿ (3.42) è (3.43) íå ÿâëÿþòñÿ åäèíñò-
âåííûìè: ýëåìåíòû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëî-
æåíèå áóëåâîé ôóíêöèè, ìîãóò áûòü ëþáûìè èíûìè. Êðîìå òîãî,
ìîæíî ðàçëîæèòü áóëåâó ôóíêöèþ è ïî íåñêîëüêèì àðãóìåíòàì.

Äëÿ ñëîæíûõ ñåòåé, êàê óæå îòìå÷àëîñü, âûáîð ýëåìåíòà, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîãî äåëàåòñÿ ðàçëîæåíèå, íåòðèâèàëåí. Òàê, ñå-
òåâàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò âêëþ÷àòü â ñâîé ñîñòàâ ôðàãìåíòû, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðèâîäèìûå ñòðóêòóðû. Åñëè â êà÷åñòâå ýëå-
ìåíòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ ðàçëîæåíèå, âûáðàí
îäèí èç ýëåìåíòîâ ïðèâîäèìûõ ñòðóêòóð, òî ýòî ôàêòè÷åñêè
íå ïðèâîäèò íè ê êàêîìó óïðîùåíèþ âû÷èñëåíèé. Áîëåå òîãî,
â ñëîæíûõ ñåòåâûõ ñòðóêòóðàõ òàêîå ðàçëîæåíèå ïðèõîäèòñÿ
ïðîèçâîäèòü íåîäíîêðàòíî, à â ýòîì ñëó÷àå ïðàâèëüíûé âûáîð
ýëåìåíòîâ âåñüìà ñóùåñòâåí, èíà÷å ðåøåíèå áóäåò ñâåäåíî ê àáñî-
ëþòíî íåêîíñòðóêòèâíîìó ìåòîäó ïðÿìîãî ïåðåáîðà.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à åùå áîëåå óñëîæíèòñÿ, åñëè áóäóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ ñåòè, ïðåäñòàâëÿåìûå íåïëàíàðíûìè ãðàôàìè.

3.4.1.

x

x
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53§ 3.4. Сетевые системы общего вида

Граничные оценки Эзари — Прошана

Îöåíêè Ýçàðè — Ïðîøàíà áûëè ïðèâåäåíû âûøå äëÿ ïðîñòåéøå-
ãî ñëó÷àÿ — ìîñòèêîâîé ñòðóêòóðû. Çäåñü ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå
ýòèõ îöåíîê íà îáùèé ñëó÷àé.

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Îáîçíà÷èì ÷åðåç α(X) ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ i-ãî ïóòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåòåâîé ñèñòåìû ñ N ðàç-
ëè÷íûìè ìèíèìàëüíûìè ïóòÿìè ìîæíî çàïèñàòü ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ â âèäå äèçúþíêöèè ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé âñåõ ìèíè-
ìàëüíûõ ïóòåé ñåòåâîé ñèñòåìû:

ϕ(X) =  αj(X) = , (3.44)

ãäå ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîâåäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâè-
ëà äå Ìîðãàíà. Îòñþäà ñëåäóåò:

 = . (3.45)

Äëÿ ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé âåðîÿòíîñòü èõ ñîâ-
ìåñòíîãî îñóùåñòâëåíèÿ âûøå, ÷åì ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé
êàæäîãî èç ñîáûòèé. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü:

E{ } l E{ }. (3.46)

Âûðàæåíèå (3.46) îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñåòåâîé
ñèñòåìû âûøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü îòêàçà ïàðàëëåëüíîãî ñîåäèíå-
íèÿ âñåõ íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé. Ýòî óòâåðæäåíèå ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ñåòåâîé ñèñòåìû ïðè
òåõ æå óñëîâèÿõ íèæå, ÷åì ó ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç ïàðàë-
ëåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïîëíîãî íàáîðà íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ
ïóòåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà Ýçàðè — Ïðî-
øàíà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ñèñòåìû ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé.
Ýòó ãðàíèöó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ý-ï = 1 – 1 – P{αj(X) = 1}  = 1 – 1 – pij , (3.47)

ãäå αj – ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ïóòü αj(X).

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Îáîçíà÷èì ÷åðåç β(X) ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ j-ãî ðàçðåçà. Ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ñåòåâîé ñèñòåìû ìîæ-
íî âûðàçèòü êàê ëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (êîíúþíêöèþ) ñòðóêòóð-
íûõ ôóíêöèé äëÿ âñåõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ ñèñòåìû â âèäå

ϕ(X) = βj(X), (3.48)

3.4.2.
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54 Глава 3. Системы с сетевой структурой

ãäå M åñòü ïîëíîå ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ â äâóõïîëþñíîé
ñåòåâîé ñèñòåìå. Èñïîëüçóÿ îïÿòü íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòè
îäíîâðåìåííîé ðåàëèçàöèè ñâÿçàííûõ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ìîæ-
íî çàïèñàòü

Å{ϕ(X)} l Å{βj(X)}, (3.49)

ò. å.

ý-ï = 1 – qi , (3.50)

ãäå βj — ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ðàçðåç βj(X).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû äâóñòîðîííèå îöåíêè Ýçàðè — Ïðî-
øàíà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ïðîèçâîëüíîé äâóõïîëþñíîé ñå-
òåâîé ñèñòåìû:

ý-ï m Pñèñò m ý-ï. (3.51)

Â ðàñêðûòîé ôîðìå ýòè îöåíêè èìåþò âèä

1 – qi  m Pñèñò m 1 – 1 – pij . (3.52)

Граничные оценки Литвака — Ушакова

Ýòè îöåíêè èñïîëüçóþò òîëüêî ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìèíè-
ìàëüíûå ïóòè è ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû ñåòåâîé ñèñòåìû, ò. å. òà-
êèå ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, â êîòîðûõ îäíè è òå æå ýëåìåíòû
íå âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû.

Ñåòåâûå ñèñòåìû, êàê óæå îòìå÷àëîñü, îáëàäàþò åñòåñòâåí-
íûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ëþáîãî
ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ íàäåæíîñòè ñèñòåìû, à ïîíè-
æåíèå íàäåæíîñòè ëþáîãî ýëåìåíòà ïðèâîäèò, ñîîòâåòñòâåííî, ê
ïîíèæåíèþ íàäåæíîñòè ñèñòåìû. Èäåÿ ïðåäëàãàåìûõ îöåíîê áà-
çèðóåòñÿ íà ýòîì ñâîéñòâå ìîíîòîííûõ ñòðóêòóð.

НИЖНЯЯ ОЦЕНКА. Âûäåëèì â ñåòåâîé ñèñòåìå ðàçëè÷íûå
íàáîðû âçàèìíî íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû èñêëþ÷èì èç ñåòè, ïîíèçèâ èõ íàäåæíîñòü äî íóëÿ, ïî-
íèæàÿ òåì ñàìûì è íàäåæíîñòü ñåòåâîé ñèñòåìû â öåëîì.

Åñëè â ñåòåâîé ñèñòåìå âûäåëåí íåêîòîðûé íàáîð íåçàâèñèìûõ
ìèíèìàëüíûõ ïóòåé, èíäåêñû êîòîðûõ îáðàçóþò ìíîæåñòâî Ak, òî

äëÿ êàæäîãî íàáîðà Ak ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

ϕk(X) = αj(X), (3.53)

ãäå αj(X) = xi.
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Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äå Ìîðãàíà è âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäà-
íèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (3.53), ïîëó÷àåì:

Å{ϕk(X)} = Å  αj(X)  = Å  =

= 1 – 1 – pij . (3.54)

Ïóñòü âñåãî ìîæíî âûáðàòü N ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ

A1, A2, ..., An.

Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîãî èç íàáîðîâ k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ϕ(X) l ϕk(X), ò. å.

ϕ(X) l max {ϕ1(X), ϕ2(X), ..., ϕN(X)}. (3.55)

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ê îáåèì ÷àñòÿì
íåðàâåíñòâà (3.55), ïîëó÷àåì

Ë-Ó = max E{ϕ1(X)}, E{ϕ2(X)}, ... , E{ϕN(X)} . (3.56)

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü:

Ë-Ó = max 1 – 1 – pij ,

1 – 1 – pij , ... , 1 – 1 – pij . (3.57)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ
ïóòåé ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ýâðèñòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì, äàþùèé õîðîøèå ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû.

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ НАБОРОВ НЕЗАВИСИМЫХ МИНИМАЛЬНЫХ

ПУТЕЙ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò íàèëó÷øàÿ èç íèæíèõ ãðàíèö,
ïîñòðîåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ êðàò÷àéøèõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé. Çàìå-
òèì ïðè ýòîì, ÷òî ìåòðèêîé äëèíû ìîæåò áûòü íå òîëüêî ÷èñëî
ðåáåð â ïîñëåäîâàòåëüíîé öåïî÷êå, íî è ìàêñèìàëüíàÿ íàäåæ-
íîñòü öåïî÷êè (ò. å. êðàò÷àéøèì ïóòåì ìîæåò áûòü íàçâàí
ìàêñèìàëüíî íàäåæíûé ïóòü).

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ íåçàâèñèìûõ ìèíè-
ìàëüíûõ ïóòåé ñåòåâîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà.

 Ïóñòü èìååòñÿ ñåòü, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3.11, à. Íà
ðèñ. 3.11, á ïîêàçàí ïåðâûé íàèêðàò÷àéøèé ïóòü. Íà ðèñ. 3.11, â ïîñòðîåí
óñëîâíûé íàèêðàò÷àéøèé ïóòü â îñòàâøåìñÿ ãðàôå ïðè óñëîâèè èñêëþ÷å-
íèÿ âñåõ ðåáåð ïåðâîãî âûáðàííîãî ïóòè. Íà ðèñ. 3.11, ã ïîñòðîåí ñëåäóþ-
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56 Глава 3. Системы с сетевой структурой

ùèé óñëîâíûé íàèêðàò÷àéøèé ïóòü, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ïîñëåäíèì èç
âîçìîæíûõ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïóòåé â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå
Ak íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàçìåðíîñòè íàèìåíüøåãî ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà
ãðàôà, ò. å. ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âõîäÿùèõ â íåãî
ðåáåð. Â äàííîì ñëó÷àå ýòà ðàçìåðíîñòü ðàâíà òðåì.

Ïîñòðîåííàÿ ñîâîêóïíîñòü íåçàâèñèìûõ ïóòåé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
äëÿ äàííîãî ãðàôà. ×òîáû ïîñòðîèòü íîâóþ ñîâîêóïíîñòü, èñêëþ÷èì èç íàè-
êðàò÷àéøåãî ìèíèìàëüíîãî ïóòè îäíî èç ðåáåð (îíî íå äîëæíî âõîäèòü â ñî-
ñòàâ íàèìåíüøåãî ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà), ïîñëå ÷åãî íà÷íåì îïÿòü ïîñòðî-
åíèå êðàò÷àéøåãî ìèíèìàëüíîãî ïóòè â îñòàâøåìñÿ ïîäìíîæåñòâå ðåáåð.
Çàòåì ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ, êàê è â ïåðâîé ïîïûòêå. Ïðèìåð òàêîãî ïî-
ñòðîåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ .3.12.

Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà: ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû
äðóãèå ðåáðà èç ïåðâîãî íàèêðàò÷àéøåãî ïóòè â ïåðâîì íàáîðå, çàòåì òî æå
ñàìîå ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî ñî âòîðûì íàáîðîì è ò. ä. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî
ïðè òàêîé îðãàíèçàöèè ïîñòðîåíèÿ íàáîðîâ ÷èñëî èõ ïðàêòè÷åñêè ìîæåò
áûòü î÷åíü íåáîëüøèì.

Ôàêòè÷åñêè íåò íåîáõîäèìîñòè ôîðìèðîâàòü âñå âîçìîæíûå
ñîâîêóïíîñòè íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé. Åñëè íèæíÿÿ
ãðàíèöà Ëèòâàêà — Óøàêîâà áóäåò ïîñòðîåíà íå íà ïîëíîì ìíî-
æåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ íàáîðîâ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé, òî îíà áó-
äåò âñå æå îñòàâàòüñÿ íèæíåé ãðàíèöåé, õîòÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ,
÷òî è íå íàèëó÷øåé:

Ë-Ó =  l , (3.58)

ãäå N* — ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå, ÷åì N.
Ýòî ñîîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿ-

åò äîñòàòî÷íî áûñòðî ïîñòðîèòü íåòî÷íóþ íèæíþþ ãðàíèöó Ëèò-
âàêà — Óøàêîâà.
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57§ 3.4. Сетевые системы общего вида

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ âåðõ-
íåé ãðàíèöû Ëèòâàêà — Óøàêîâà. Êàê è ðàíåå, ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ j-ão ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà îáîçíà÷èì ÷åðåç βj(X). Âñåãî

ìîæíî âûáðàòü M ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ B1, B2, ... , BM. Äëÿ êàæäî-

ãî k-ãî íàáîðà íåçàâèñèìûõ ðàçðåçîâ ìîæíî çàïèñàòü ñòðóêòóðíóþ
ôóíêöèþ

ϕk (X) =  βj (X), (3.59)

â êîòîðîé βj (X) = xi.

Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîãî èç íàáîðîâ k âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ϕ (X) m ϕk (X), ò. å.

ϕ (X) m max {ϕ1 (X), ϕ2 (X), ... , ϕM(X). (3.60)

Ïðèìåíèâ îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ê îáåèì ÷àñòÿì
íåðàâåíñòâà (3.60), ïîëó÷àåì:

Ë-Ó = max E{ϕ (X)}, E{ϕ2 (X)}, ... , E{ϕM(X)} . (3.61)

Â ðåçóëüòàòå èìååì âåðõíþþ ãðàíèöó Ëèòâàêà — Óøàêîâà:

Ë-Ó = min 1 – qi ,

1 – qi , ... , 1 – qi . (3.62)

Êàê è â ñëó÷àå ñ íàáîðîì íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé,
çäåñü òàêæå ìîæíî ñòðîèòü íåãàðàíòèðîâàííóþ íèæíþþ îöåíêó,
èñïîëüçóÿ íå âñå M âîçìîæíûõ íàáîðîâ Bk, à ëèøü M* — ëþáîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå ÷åì M:

Ë-Ó = min{ϕ1 (X), ϕ2 (X), ... , ϕM(X)} m

m min{ϕ1 (X), ϕ2 (X), ... , ϕM*(X)}. (3.63)

Â ýòîì ñëó÷àå âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìîæåò óõóäøèòüñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíû íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû Ëèòâà-

êà — Óøàêîâà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè äâóõïîëþñíîé ñåòè:

max 1 – 1 – pij , 1 – 1 – pij , ... ,

1 – 1 – pij  m E{ϕ (X)} m min 1 – qi ,

1 – qi , ... , 1 – qi . (3.64)
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Сравнение граничных оценок Эзари-Прошана
и Литвака-Ушакова

Êàê âèäíî èç àíàëèçà ìîñòèêîâîé ñèñòåìû, ïðîâåäåííîãî â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå, âåðõíÿÿ ãðàíèöà Ýçàðè — Ïðîøàíà äàåò ëó÷øèé ðå-
çóëüòàòå ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõ Ð, à íèæíÿÿ ãðàíèöà Ëèòâàêà —
Óøàêîâà — äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé p. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå âàæ-
íåå ñëó÷àé âûñîêèõ p, ò. å. ãðàíèöà Ýçàðè — Ïðîøàíà â ýòîì ñìûñ-
ëå îêàçûâàåòñÿ ëó÷øåé äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì.

Îäíàêî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ãðàíèöû Ýçàðè — Ïðî-
øàíà îáëàäàþò îãðîìíûì íåäîñòàòêîì: îíè òðåáóþò ïåðå÷èñëåíèÿ
всех ìèíèìàëüíûõ ïóòåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðàíèöû è всех
ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû. Ýòà çà-
äà÷à ñàìà ïî ñåáå íåòðèâèàëüíà ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ïîïûòêà íàéòè ïðèáëèæåííóþ âåðõíþþ èëè íèæíþþ ãðàíè-
öû Ýçàðè — Ïðîøàíà ïóòåì ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ
ìèíèìàëüíûõ ïóòåé â ïåðâîì ñëó÷àå è ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ ðàçðå-
çîâ âî âòîðîì ìîæåò ïðèâåñòè ê ñåðüåçíûì îøèáêàì. Ïðåäñòàâèì
ñåáå, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ âåðõíþþ ãðàíèöó, ìû íå áóäåì ïåðå÷èñ-
ëÿòü âñå ìèíèìàëüíûå ïóòè, à îãðàíè÷èìñÿ ëèøü íåêîòîðûìè èç
íèõ. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà Ýçàðè — Ïðîøàíà ïîíèçèòñÿ — ôîðìàëü-
íî óëó÷øèòñÿ. Ïðîäîëæèì ýòó ïðîöåäóðó óëó÷øåíèÿ âåðõíåé
ãðàíèöû Ýýàðè — Ïðîøàíà. Â êàêîé-òî ìîìåíò îñòàíóòñÿ ëèøü
íåçàâèñèìûå ïóòè, ò. å. верхняя ãðàíèöà Ýçàðè — Ïðîøàíà ñîâïà-
äåò ñ îäíîé èç нижних ãðàíèö Ëèòâàêà — Óøàêîâà. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîëó÷åííàÿ ïðèáëèæåííàÿ îöåíêà Ýçàðè — Ïðîøàíà ïîòå-
ðÿåò ñìûñë âåðõíåé îöåíêè. Ýòî ïîêàçûâàåò íåçàêîííîñòü ïîäîá-
íûõ óïðîùåíèé: íèêòî íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íà êàêîì-òî
øàãå óëó÷øåíèÿ ãðàíèöû Ýçàðè — Ïðîøàíà óêàçàííûì ìåòî-
äîì îíà ïîòåðÿåò ñâîé ñìûñë.

Òî æå êàñàåòñÿ è íèæíåé ãðàíèöû Ýçàðè — Ïðîøàíà: èñêëþ÷àÿ
ðàçðåçû èç ïîëíîãî íàáîðà, ìîæíî ïðèéòè ê òîìó, ÷òî îñòàâøèåñÿ
ðàçðåçû áóäóò íåçàâèñèìûìè, è нижняя îöåíêà Ýçàðè — Ïðîøàíà
ñîâïàäåò ñ верхней îöåíêîé Ëèòâàêà — Óøàêîâà. Òàêàÿ ïðèáëè-
æåííàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà Ýçàðè — Ïðîøàíà ïîòåðÿåò ñìûñë íèæ-
íåé ãðàíèöû.

Ãðàíèöû Ëèòâàêà — Óøàêîâà ëèøåíû óêàçàííûõ íåäîñòàò-
êîâ. Âû÷èñëÿÿ èõ, ìû ìîæåì îñòàíîâèòüñÿ íà ëþáîì øàãå ïåðå-
áîðà âàðèàíòîâ íàáîðîâ íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé (èëè
íåçàâèñèìûõ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ). Ìû íå áóäåì èìåòü ãàðàí-
òèè, ÷òî ïîëó÷åíà íàèëó÷øàÿ ãðàíèöà Ëèòâàêà – Óøàêîâà, îäíà-
êî âñåãäà ëþáàÿ ïîëó÷àåìàÿ îöåíêà áóäåò îñòàâàòüñÿ íèæíåé
(èëè, ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíåé) ãðàíèöåé.

3.4.4.
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§ 3.5. ДЕКОМПОЗИЦИЯ СЕТЕВЫХ СТРУКТУР

Метод рекуррентных вложений

Â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ àíàëèçó ñëîæíûõ ñåòåâûõ
ñèñòåì, Øåííîíîì* áûëè ðàññìîòðåíû ðåêóððåíòíûå ñåòåâûå ñèñ-
òåìû, êîòîðûå ñòðîèëèñü ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó: êàæäàÿ ïîä-
ñèñòåìà âåðõíåãî óðîâíÿ áûëà ñòðóêòóðíî èäåíòè÷íà ïîäñèñòåìå
íèæíåãî óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, ïîëàãàëîñü, ÷òî âñå àòîìàðíûå ýëå-
ìåíòû èäåíòè÷íû. Ïîÿñíèì ýòî ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî õîðîøî
ðàçîáðàííîé ðàíåå ìîñòèêîâîé ñèñòåìû. Ïóñòü èìååòñÿ èñõîäíàÿ
ìîñòèêîâàÿ ñèñòåìà. Íà ïåðâîì ýòàïå ôîðìèðóåì íîâóþ âëîæåí-
íóþ ñåòåâóþ äâóõïîëþñíóþ ñèñòåìó, êàæäûé èç ýëåìåíòîâ êîòî-
ðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òàêæå ìîñòèêîâóþ ñèñòåìó (ñì. ðèñ. 3.13).

Âíîâü ïîëó÷åííóþ ñòðóêòóðó áóäåì íàçûâàòü ìîñòèêîâîé
ñòðóêòóðîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Íà ñëåäóþùåì øàãå èòåðàòèâíîãî
ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ìîñòèêîâàÿ ñòðóêòóðà òðåòüåãî ïîðÿäêà
(ñì. ðèñ. 3.14) ò. ä.

Äëÿ ñèñòåì, ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì, áûë ïðåäëîæåí
ïðîñòîé è ýëåãàíòíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè
äâóõïîëþñíûõ âëîæåííûõ ñåòåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àòîìàð-
íûå ýëåìåíòû ñèñòåìû èäåíòè÷íû è íåçàâèñèìû, à âåðîÿòíîñòü
áåçîòêàçíîé ðàáîòû êàæäîãî èç íèõ ðàâíà p. Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ
ñâÿçíîñòè äëÿ ìîñòèêîâîé ñèñòåìû ÷åðåç p1 = h(p). Òîãäà äëÿ ñèñ-
òåìû íà ðèñ. 3.13 ìîæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ ñâÿçíîñòè â âèäå

p2 = h(p1) = h(h(p)), (3.65)

* Ê. Ý. Øåííîí (Shannon Cl.E., 1916—2001) — àìåðèêàíñêèé ìà-
òåìàòèê è èíæåíåð, îäèí èç ñîçäàòåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè èí-
ôîðìàöèè.

3.5.1.

Рис. 3.13 Рис. 3.14
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60 Глава 3. Системы с сетевой структурой

à äëÿ ñèñòåìû íà ðèñ. 3.14

p3 = h(p2) = h(h(h(p))) (3.66)

è ò. ä.
Ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåñ-

ñà ïðîèëëþñòðèðîâàíà ðèñ. 3.15, ãäå
èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü h(p). Äåéñòâè-
òåëüíî, íàäåæíîñòü ýëåìåíòà p1 ñîîò-

âåòñòâóåò çíà÷åíèþ h(p1) = p2, ýëåìåíòà

p2 — h(p2) = p3 è ò. ä.

Âëîæåííàÿ ñåòåâàÿ ñèñòåìà ìîæåò
áûòü ïîñòðîåíà è ñ èñïîëüçîâàíèåì èíûõ èñõîäíûõ ñòðóêòóð.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíîãî ðîäà êðàñèâûå ïðèìåðû ôàê-
òè÷åñêè íå âñòðå÷àþòñÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå.

Метод разбиения на модули

Ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè èç ñåòè модулей, êîòîðûå ïî ñâî-
åé ñòðóêòóðå ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè. Ïîÿñíèòü ýòîò ìå-
òîä ëó÷øå âñåãî ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà.

 Ðàññìîòðèì ñåòü, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ 3.16. Çäåñü ÷åðåç S
îáîçíà÷åíà ñèñòåìà â öåëîì, à ÷åðåç Si è Sij, – ïîäñèñòåìû íèæíèõ óðîâíåé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P(S) âåðîÿòíîñòü ñâÿçíîñòè ãðàôà, à ÷åðåç P(Si) è Ð(Sij) —

ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîäñèñòåì ðàçëè÷íîãî óðîâíÿ. Èñïîëüçó-
åì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷åíèå Q = 1 – P. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñåòåâîé ñèñòå-
ìû ïîñëå ðàçëîæåíèÿ íà ìîäóëè ïåðâîãî óðîâíÿ ìîæíî çàïèñàòü:

P(S) = P(S1) [1 – Q(S2)] [1 – Q(S3)], (3.67)

ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, P(S1) = P(S11) P(S12), P(S2) = 1 – Q(S21) (Q(S22) è P(S3) =

= P(S31) P(S32).

Âñå ñòðóêòóðû, êðîìå S32, ÿâëÿþòñÿ ïðèâîäèìûìè, a S32 ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé óæå èçâåñòíóþ ìîñòèêîâóþ ñõåìó.

h(p2)

h(p1)

1.0

y

y = h(p) 

y = p 

0.5

F1 F2 1.0 p 0

Рис. 3.15

3.5.2.

ПРИМЕР 3.3.

S

S2

S3S1

S22

S32S31

S21

S11 S12

а б в

Рис. 3.16
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Âîçìîæíî ðåäóöèðîâàòü ìîäóëè íå äî óðîâíÿ ïðèâîäèìûõ ñèñòåì, à âû-
äåëèâ íåêèé ìîäóëü, çàòåì ïðèìåíÿòü ãðàíè÷íûå îöåíêè Ýçàðè — Ïðîøàíà
èëè Ëèòâàêà — Óøàêîâà. Íàïðèìåð, äëÿ ïðåäûäóùåé ñåòåâîé ñèñòåìû îñòà-
íîâèâøèñü íà óðîâíå ìîäóëåé S1, S2 è S3, âåñòè äàëüíåéøèé ðàñ÷åò âåðõíåé
ãðàíè÷íîé è âåðõíåé îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïî ôîðìóëàì

(S) = (S1) [1 – (S2) (S3)], (3.68)

(S) = (S1) [1 – (S2) (S3)]. (3.69)

Çäåñü â íèæíþþ ãðàíèöó  âõîäÿò âåðõíèå îöåíêè (S2) è (S3), à â âåðõ-

íþþ ãðàíèöó — íèæíèå ãðàíèöû (S2) è (S3).

Ïðè âñåé çàìàí÷èâîñòè òàêîãî ïîäõîäà íe âñåãäà óäàåòñÿ òàê
ïðîñòî íàéòè ïîäõîäÿùèå äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà ìîäóëè.
Åùå áîëüøèå ñëîæíîñòè âîçíèêàþò ïðè àíàëèçå ñåòåé, îïèñûâàå-
ìûõ íåïëàíàðíûìè ãðàôàìè.

Модифицированный метод Литвака — Ушакова

Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íûõ îöåíîê Ëèòâà-
êà — Óøàêîâà äëÿ âåðîÿòíîñòè ñâÿçíîñòè ñåòåâîé ñèñòåìû. Ðàäè
óäîáñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ, ïðîâåäåì èçëîæåíèå ñ ïîìîùüþ ïðèìåðà.

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Ðàññìîòðèì ñåòåâóþ ñòðóêòóðó, ïðåä-
ñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3.17, à. Íèæíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ñâÿç-
íîñòè íàõîäèòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî ïó-
òè è âêëþ÷åíèÿ åãî ïàðàëëåëüíî îñòàâøåéñÿ ñåòè. Âûäåëèì
ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðõíèå âåðøèíû, è èñêëþ÷èì åãî èç
ãðàôà. Îñòàâøèéñÿ ïîäãðàô è ïàðàëëåëüíûé åìó âûäåëåííûé
ïóòü ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.17, á, à íà ðèñ. 3.17, â — âíîâü îáðà-
çîâàííûé ãðàô â áîëåå íàãëÿäíîé ôîðìå.
Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå ïîÿâëÿþòñÿ ðàñ-
ùåïëåííûå âåðøèíû, ïîñêîëüêó èñê-
ëþ÷åíèå ðåáåð êàêîãî-ëèáî ïóòè íå ìå-
øàåò èñïîëüçîâàòü ïðèíàäëåæàùèå åìó
âåðøèíû äëÿ äðóãèõ ïóòåé. Ñàì ïî ñå-
áå ïîäãðàô, ïàðàëëåëüíûé âûäåëåííîìó
ïóòè, íå ñòîëü óæ ïðîñò äëÿ ÷èñëåííîãî
àíàëèçà, ïîýòîìó ïðè íåîáõîäèìîñòè îí
ìîæåò áûòü åùå áîëåå óïðîùåí. Êîãäà
áóäóò âûäåëåíû âñå ìèíèìàëüíûå ïóòè,
òàêàÿ îöåíêà ñîâïàäåò ñ îäíîé èç íèæ-
íèõ ãðàíèö Ëèòâàêà — Óøàêîâà.

P P Q Q

P P Q Q

P Q Q

P Q Q

3.5.3.
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Исходная сеть
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Исходная сеть

Рис. 3.17
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Ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì. Ïðèìåð äðóãîãî ðàçëîæå-
íèÿ òîãî æå ãðàôà îòíîñèòåëüíî äðóãîãî
âûáðàííîãî ìèíèìàëüíîãî ïóòè ïðèâå-
äåí íà ðèñ. 3.18.

×èñëî âîçìîæíûõ èòåðàöèé â êàæ-
äîé ðåàëèçàöèè ïðîöåññà äåêîìïîçèöèè
íå ïðåâûøàåò ÷èñëà ðåáåð â ñàìîì —
òîíêîì ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå (óñëî-
âèå íåçàâèñèìîñòè ïóòåé).

Ïðè ïðåäëîæåííîé äåêîìïîçèöèè ñå-
òåâîé ñòðóêòóðû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ
èëè âèñÿ÷èå ðåáðà (ò. å. ðåáðà, ïîäñî-

åäèíåííûå ëèøü ê îäíîé âåðøèíå) èëè äàæå èçîëèðîâàííûå ðåá-
ðà. Ýòî ëèøíèé ðàç ïîä÷åðêèâàåò òî óòâåðæäåíèå, ÷òî äàííàÿ
ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê íèæíåé îöåíêå (íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ
ñèñòåìû ôàêòè÷åñêè çàìåíÿþòñÿ íà àáñîëþòíî íåíàäåæíûå).

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè ñâÿç-
íîñòè íàõîäèòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ íåêîòîðîãî ìèíèìàëüíîãî ðàç-
ðåçà è âêëþ÷åíèÿ åãî ïîñëåäîâàòåëüíî ê îñòàâøåéñÿ ïîäñåòè.
Ðàññìîòðèì ïðåæíþþ ñåòåâóþ ñòðóêòóðó (ðèñ. 3.19, à).

Âûäåëèì â ðàññìàòðèâàåìîì ãðàôå ìèíèìàëüíûé ðàçðåç, ïðè-
ìûêàþùèé ê ëåâîìó ïîëþñó ñåòè (ðèñ. 3.19, á). Ðåçóëüòèðóþùèé
ãðàô ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.19, â.

Ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Íà ðèñ. 3.20
âûäåëåí ðàçðåç â öåíòðå ãðàôà, ðàçáèâàþùèé åãî íà äâà ïîäãðàôà —
ñëåâà è ñïðàâà îò âûáðàííîãî ðàçðåçà.

Ëåâûå âåðøèíû ðåáåð âûáðàííîãî ðàçðåçà ñòÿãèâàþòñÿ â îäíó
ëåâóþ âåðøèíó, à âñå ïðàâûå âåðøèíû ñòÿãèâàþòñÿ â îäíó ïðà-

а
Исходная сеть

б

в

Рис. 3.18
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Исходная сеть
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âóþ âåðøèíó. Ïðîöåññ ñòÿãèâàíèÿ ëåâûõ âåðøèí ðàçðåçà â îäíó
òî÷êó ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà ìåæäó èñ-
õîäíûìè ëåâûìè âåðøèíàìè ïîëàãàþòñÿ àáñîëþòíî íàäåæíûìè.
Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ïðîöåññó ñòÿãèâàíèÿ â îäíó òî÷êó ïðàâûõ
âåðøèí òîãî æå ðàçðåçà. Ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñ-
òè ñâÿçíîñòè áóäåò âåðõíåé.

Åñòåñòâåííî, ÷òî êà÷åñòâî îöåíêè îïðåäåëÿåòñÿ óñïåøíîñòüþ
âûáîðà èñõîäíîãî ðàçðåçà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîöåäóðó ðàçëî-
æåíèÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà ìîæíî ïðîäîëæèòü. ×èñëî òàêèõ èòå-
ðàöèé íå ïðåâûøàåò ÷èñëà ðåáåð â êðàò÷àéøåì ìèíèìàëüíîì ïó-
òè. Â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïîñëå òîãî êàê áóäóò âûäåëåíû âñå ìèíè-
ìàëüíûå ðàçðåçû, ýòà îöåíêà ñîâïàäåò ñ îäíîé èõ âåðõíèõ ãðàíèö
Ëèòâàêà — Óøàêîâà.
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Глава 4

Марковские модели
восстанавливаемых систем

Во многих задачах надежности предполагается, что распре!
деления времени до отказа и времени восстановления яв!
ляются экспоненциальными. Такой подход показал свою
применимость на практике, поскольку обычно бывают из!
вестны только средние значения времени безотказной ра!
боты и времени восстановления, что предопределяет исполь!
зование однопараметрического распределения. Кроме того,
в предположении экспоненциальности распределений уда!
ется многие задачи надежности решить аналитически.

§ 4.1. ПУАССОНОВСКИЙ ПОТОК

Характеристические свойства

Пуассоновским потоком называется случайный точечный поток, рас!
стояния между событиями в котором имеют экспоненциальное рас!
пределение.

Â êà÷åñòâå ñîáûòèé â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòêàçû,
à ñàì ïîòîê áóäåì íàçûâàòü пуассоновским потоком отказов. Ó òàêîãî
ïîòîêà ÷èñëî îòêàçîâ k, ïðîèçîøåäøèõ â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàí-
íîì èíòåðâàëå [x, x + t] ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà:

pk (x, õ + t) =  exp (–λt). (4.1)

Величина λ называется интенсивностью пуассоновского потока — она
равна среднему числу отказов, происходящих в единицу времени.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ = 1/T, ãäå T åñòü ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó òî÷êàìè ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà. Ïîòîê Ïóàññîíà îïðåäå-
ëÿþò òðè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâà.

4.1.1.

λt( )k
k!

--------------
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■ Стационарность, ò. å. èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè
ñäâèãà. Èíûìè ñëîâàìè, õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà (íàïðèìåð,
ñðåäíåå ÷èñëî îòêàçîâ) íà èíòåðâàëå äëèíû t çàâèñÿò òîëüêî îò
åãî äëèíû.

■ Отсутствие последействия, èëè марковское свойство, ò. å. íåçàâè-
ñèìîñòü áóäóùåãî ðàçâèòèÿ ïîòîêà îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ, îò
âñåé åãî ïðåäûñòîðèè.

■ Ординарность, ò. å. îòñóòñòâèå òî÷åê êîíöåíòðàöèè èëè æå îä-
íîâðåìåííîãî âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ îòêàçîâ. Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, ïðè ñòðåìëåíèè äëèíû èíòåðâàëà ê íóëþ âåðîÿòíîñòü ïîÿâ-
ëåíèÿ áîëåå îäíîãî îòêàçà èìååò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìàëîñòè
ïî ñðàâíåíèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ ðîâíî îäíîãî îòêàçà.

Метод предельного перехода

Èç òðåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ ïî÷òè ÷òî êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ïîòîêà Ïóàññîíà ñëåäóåò ñòðîãîå ôîðìàëüíîå åãî îïðåäå-
ëåíèå, âûðàæàåìîå ôîðìóëîé (4.1). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë âðåìåíè, ñêàæåì, t. Ðàçîáüåì
ýòîò èíòåðâàë íà ìàëûå èíòåðâàëû ∆k òàê, ÷òîáû

∆i = t.

Ñðåäíåå ÷èñëî îòêàçîâ (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) çà âðåìÿ ∆k

ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî
E{∆i} = λ∆i. (4.2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òîãî æå èíòåðâàëà ∆k ìîæíî çàïèñàòü è

äðóãîå îïðåäåëåíèå ýòîãî ñðåäíåãî:

E{∆i} = jpj (∆i), (4.3)

çäåñü pj(∆i) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà èíòåðâàëå ∆i ïðîèçîéäåò

ðîâíî j îòêàçîâ. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà îðäèíàðíîñòè ìîæíî çàïèñàòü
óñëîâèå ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé:

p0 (∆k) + p1 (∆k) + o (∆k) = 1, (4.4)

ãäå o(∆k) îçíà÷àåò âåëè÷èíó áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ÷åì

p1(∆k). Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðäèíàðíîñòè, âûðàæåíèå (4.3) ìîæ-

íî ïåðåïèñàòü â âèäå
 E(∆k) = p1(∆k) (4.5)

4.1.2.

∑
n

>i

∑
×

j = 0

∆k º 0
lim

2024740v1.fm  Page 65  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



66 Глава 4. Марковские модели восстанавливаемых систем

èëè ñ ó÷åòîì (4.2) è (4.4):
p1(∆i) = λ∆i (4.6)

è
p0(∆i) = 1 – λ∆i. (4.7)

Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà èíòåð-
âàëå t íå ïðîèçîéäåò íè îäíîãî îòêàçà. Â ñèëó îòñóòñòâèÿ ïîñëå-
äåéñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü:

P(t) = p0(∆i). (4.8)

Â ïðåäåëå ïðè ðàâíîìåðíîì ñòðåìëåíèè ∆i ê íóëþ è óñëîâèè,

÷òî Σ∆i = t, ïîëó÷àåì:

P(t) = (1 – λ∆)t/T = exp(–λt). (4.9)

Ýòî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé
ïîòîê îòêàçîâ ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì.

Метод преобразований Лапласа.

Ïðèìåíèì òåïåðü ê ðåøåíèþ òîé æå çàäà÷è ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèé
Ëàïëàñà, áîëåå ôîðìàëüíûé, íî è áîëåå êîìïàêòíûé; äàëåå îí áó-
äåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷ òåîðèè íàäåæíîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè y(t) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ϕ(s) =  y(t)e–stdt. (4.10)

Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè-îðèãèíàëà è åå
ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü â âèäå y(t) — ϕ(s).

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îêàçûâàåòñÿ êðàéíå ïîëåçíûì ïðè
ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñêîëüêó âìåñòî èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ìû ðåøàåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â
ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà, è çàòåì ÷åðåç îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëàïëàñà ïðèõîäèì ê èñêîìîìó ðåøåíèþ. Òàêîé ïóòü ðåøå-
íèÿ òðåáóåò òðåõ ïðîñòûõ øàãîâ âìåñòî îäíîãî, íî ñëîæíîãî; ïðî-
öåäóðà ïîÿñíÿåòñÿ ðèñ. 4.1. Â òàáë. 4.1 ïðèâîäèòñÿ êðàòêàÿ ñâîä-
êà îñíîâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëàïëàñà, èñïîëüçóåìûõ â êíèãå.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âçÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ϕP(s) îò

ôóíêöèè P( t) = 1 – F(t), òî ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå ñðåäíåãî äëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ F(t) êàê

ϕ(s)|s = 0 = P(t)e–stdt|s = 0 = P(t)dt = M1. (4.11)

Π
n

>i

∆ º 0
lim

4.1.3.

∫
0

×

∫
0

×

∫
0

×
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Äëÿ âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ k îòêàçîâ íà èíòåðâàëå t ìîæíî
çàïèñàòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñ ó÷åòîì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà â âèäå

Pk(t + ∆) = Pk(t)P0(∆) + Pk – 1(t)P1(∆) + o(∆), (4.12)

ãäå Pk(t) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà â ìîìåíò âðåìåíè t
íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k. Èç (4.12) ïîëó÷àåì

 = –λPk(t) + λPk – 1(t) + o(∆). (4.13)

Таблица 4.1.

Îðèãèíàë Èçîáðàæåíèå

F(t) ϕ(s)

F(t) sϕ(s)

F(x)dx

AF1(t) + bF2(t) Aϕ1(s) + bϕ2(s)

F*G(t) = F(x)G(t – x)dx ϕF(s) ϕG(s)

exp(–λt)

 exp(– λt)

C C/s

Система
инте>родифференциальных

уравнений

Прямое преобразование
Лапласа

Система ал>ебраичес�их
уравнений

 
Решение

 

Обратное преобразование
Лапласа

Решение системы
ал>ебраичес�их уравнений

Рис. 4.1

Pk t  + ∆( ) – Pk t( )
∆

--------------------------------------------------

d
dt
------

∫
0

t
ϕ s( )
s

-----------

∫
0

t

1
λ + s
--------------

λt( )k
k!

--------------
λk

λ + s( )k+1
-----------------------------
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Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè ∆ º 0 (4.13) äàåò äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå âèäà

Pk(t) = –λPk(t) + λPk – 1(t). (4.14)

Îáîçíà÷èì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà îò ôóíêöèè (4.14) ÷åðåç
ϕk(t).

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4.14) ìîæíî çàïèñàòü â
ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà êàê

sϕk(s) = –λϕk(s) + λϕk – 1(s), (4.15)

èëè

ϕk(s) = . (4.16)

Áóäåì ðåøàòü ýòî óðàâíåíèå ðåêóððåíòíûì ìåòîäîì, íà÷àâ ñ
âåðîÿòíîñòè P0(t). Íà îñíîâàíèè (4.14) äëÿ k = 0 èìååì

P0(t) = –λP0(t). (4.17)

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òðåáóåò åùå âû-
áîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò åñòåñòâåí-
íûé âèä: P0(0) = 1, ò. å. ñèñòåìà â íà÷àëüíûé ìîìåíò ôóíêöèîíè-

ðîâàíèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè «0» áåç îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(4.17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

s(ϕ0(s) – 1 = –λϕ0(s), (4.18)

îòêóäà ñëåäóåò

ϕ0(s) = . (4.19)

Ôóíêöèåé-îðèãèíàëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (4.19) ÿâëÿåòñÿ exp(–λt).
Èç (4.19), ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóÿ (4.16), íàõîäèì

ϕk(s) = . (4.20)

Îðèãèíàëîì ýòîãî èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

 exp(–λt). (4.21)

Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê, îïðåäåëÿåìûé óêàçàííûìè õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
îòêàçîâ íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòüþ t.

d
dt
------

λϕk– 1 s( )
λ  + s

-------------------------

d
dt
------

1
λ + s
--------------

λk

λ + s( )k+ 1
-----------------------------

λt( )k
k!

--------------
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§ 4.2. ВОССТАНАВЛИВАЕМЫЙ ЭЛЕМЕНТ

Íàõîæäåíèå ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè âîññòàíàâëè-
âàåìîãî ýëåìåíòà áóäåò èçëîæåíî âåñüìà äåòàëüíî ñ òåì, ÷òîáû
èçáåæàòü àíàëîãè÷íûõ, íî ãîðàçäî áîëåå ãðîìîçäêèõ âûêëàäîê â
áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ.

Нестационарный коэффициент готовности

Нестационарный КГ определяется как вероятность того, что в задан!
ный момент времени t элемент будет в состоянии работоспособности
при известном состоянии в начальный момент времени.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíò ìîæåò áûòü â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ:
ðàáîòîñïîñîáíîñòè è îòêàçà. Ãðàô ïåðåõîäîâ äëÿ ýëåìåíòà ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 4.2.

Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ñîñòîÿíèå îòêàçà
ïðîèñõîäèò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ = 1/T, à ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ îò-
êàçà â ñîñòîÿíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè — ñ èíòåíñèâíîñòüþ µ = 1/τ,
ãäå T åñòü ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà ýëåìåíòà, à τ — ñðåä-
íåå âðåìÿ åãî âîññòàíîâëåíèÿ. Ïîñëå êàæäîãî âîññòàíîâëåíèÿ
ýëåìåíò ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîñòüþ îáíîâëåííûì, ò. å. åãî âåðî-
ÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòàíîâÿòñÿ òàêèìè æå, êàê è ó ñîâåð-
øåííî íîâîãî ýëåìåíòà.

Ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà îïè-
ñûâàåòñÿ альтернирующим процессом восстановления, ïðåäñòàâëÿþ-
ùèì ñîáîé ÷åðåäóþùèåñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå èíòåð-
âàëû ðàáîòîñïîñîáíîñòè ξ è èíòåðâàëû âîññòàíîâëåíèÿ η (ðèñ. 4.3).

Íà îñíîâàíèè ãðàôà ïåðåõîäîâ (ðèñ. 4.2) íåòðóäíî çàïèñàòü
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî áàëàíñà äëÿ âåðî-
ÿòíîñòåé (ñì. Ïðèëîæåíèå 3):

 (4.22)

4.2.1.

1

0 ξ1 ξ2 ξ3
tη1 η2 η3

Состояние
элемента

Рис. 4.3

0

1

µ

λ

Рис. 4.2

P0(t) = –λP0(t) + µP1(t),

P0(t) + P1(t) = 1.

d
dt
------
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçüìåì äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ
P0(0) = p è P1(0) = q, ò. å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò ìîæåò ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ p áûòü â ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè, à ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ q = (1 – p) — â ñîñòîÿíèè îòêàçà. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(4.22) ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà:

(4.23)

èëè â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

  = . (4.24)

Ïðèìåíèì ïðàâèëî Êðàìåðà ê ðåøåíèþ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé (4.24):

ϕ0(s) =  = . (4.25)

Äëÿ îáðàùåíèÿ ïîëó÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðåäñòà-
âèì ïðàâóþ ÷àñòü (4.25) â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ òèïà a/(s + b),
ãäå, âîîáùå ãîâîðÿ, b ìîæåò áûòü ðàâíûì 0. Çíàìåíàòåëü â (4.25)
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

s2 + (λ + µ)s = (s – s1) (s – s2),

ãäå s1 è s2 — êîðíè ïîëèíîìà: s1 = 0, s2 = –(λ + µ). Äëÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà (4.25) ìîæíî çàïèñàòü ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó

ϕ0(s) =  +  =  + . (4.26)

Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè (4.25) è (4.26) ìîæíî çàïèñàòü:

 =  +  = . (4.27)

Èòàê, A è Â — íåèçâåñòíûå êîíñòàíòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëèíîìîâ â ÷èñëèòåëÿõ (4.25) è
(4.27): ïîëèíîìû ðàâíû, åñëè ðàâíû êîýôôèöèåíòû ïðè àðãóìåí-
òàõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòåïåíÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò íàïèñàòü íî-
âóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íåèçâåñòíûõ À è Â:

 (4.28)

–p + sϕ0(s) = –λϕ0(s) + µϕ1(s), 

ϕ0(s) + ϕ1(s) =  ,
1
s
---

λ + s  –µ
s  s

ϕ0 s( )
ϕ1 s( )

p

1

p   –µ
1  s

λ  + s   –µ
s   s

----------------------------------- ps  + µ
s2  + λ  + µ( )s
-------------------------------------

A
s – s1
---------------- A

s  – s2
---------------- A

s
---- B

s + λµ
------------------

ps + µ
s s  + λ  + µ( )
---------------------------------- A

s
---- B

s + λ  + µ
-------------------------- A  + B( )s  + A λ + µ( )

s s  + λ  + µ( )
-----------------------------------------------------------

A + B = p,
A(λ + µ) = µ.
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Îòñþäà ëåãêî íàõîäÿòñÿ

A = , B = p – . (4.29)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðåñóþùåå íàñ
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà çàïèøåòñÿ â
âèäå

ϕ0(s) =  + . (4.30)

Â ðåçóëüòàòå îáðàùåíèÿ ýòîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÊÃ:

K(t) =  +  exp[-(λ + µ)t]. (4.31)

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíûé
ïåðèîä ðàáîòû îáúåêòà, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ìîìåíò
t = 0 îí ðàáîòîñïîñîáåí, ò. å. íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä P0(0) = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå (4.31) ïðåîáðàçóåòñÿ â áîëåå ïðîñòîå âûðàæåíèå

K(t) =  +  exp[–(λ + µ)t]. (4.32)

Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.4.

Стационарный коэффициент готовности

Åñëè t º ×, òî K(t) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ñòàöèîíàðíîìó çíà-
÷åíèþ, êàê ýòî âèäíî è èç ðèñ. 4.4. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t º × èç
(4.32) èìååì

K = K(t) =  +   exp[–( λ + µ)t],

èëè, îêîí÷àòåëüíî,

K =  = , (4.33)

ãäå T åñòü ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè, à τ åñòü ñðåäíåå
âðåìÿ ïðîñòîÿ (âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè). Ñòàöèîíàð-
íûé ÊÃ íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Вообще говоря, коэффициент готовности может быть определен и
иначе, а именно как средняя доля времени, в течение которого объект
находится в состоянии работоспособности.

Ñðåäíÿÿ äëèíà öèêëà ðàâíà T + τ, à ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòîñïî-
ñîáíîãî ñîñòîÿíèÿ íà íåì åñòü T, ò. å. ïóòåì ïðîñòûõ ðàññóæäå-
íèé ïðèõîäèì ê òîé æå ôîðìóëå (4.33).

t

K(t)

K

1

0

Рис. 4.4

µ
λ + µ
--------------- µ

λ + µ
---------------

µ
λ  + µ
--------------- 1

s
--- λp – µq

λ  + µ
---------------------- 1

λ  + µ  + s
--------------------------

µ
λ  + µ
--------------- λp  – µq

λ  + µ
----------------------

µ
λ  + µ
--------------- λ

λ  + µ
---------------

4.2.2.

t º ×
lim

µ
λ + µ
--------------- λ

λ  + µ
---------------

t º ×
lim

µ
λ  + µ
--------------- T

T  + τ
---------------
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Ïîëó÷àòü çíà÷åíèå ñòàöèîíàðíîãî ÊÃ, èëè ïðîñòî коэффициен-
та готовности, óïðîùàÿ âûðàæåíèå äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÊÃ, íå
ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ. Â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèí-
ñòâå ñëó÷àåâ (îñîáåííî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì) óäîáíåå íàõîäèòü êî-
ýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè íåïîñðåäñòâåííî èç àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé áàëàíñà, îïèñûâàþùèõ ñòàöèîíàðíîå ïîâåäåíèå
ñèñòåìû. Â äàííîì ñëó÷àå íà îñíîâàíèè ðèñ. 4.2 ìîæíî ñðàçó æå
çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùóþ óðàâíåíèå áàëàíñà
äëÿ ðàçðåçà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè 0 è 1: λP0 = µP1. Äîáàâèâ óñëîâèå
íîðìèðîâêè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

(4.34)

Òåïåðü ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ñðàçó æå:

K = P0 =  =  = . (4.35)

Вероятность безотказной работы

Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óæå ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ íå-
âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì âðåìåíåì ðà-
áîòû äî îòêàçà. Ðàäè ìåòîäîëîãè÷åñêîãî åäèíîîáðàçèÿ èçëîæå-
íèÿ ïîëó÷èì ýòîò ýëåìåíòàðíûé ðåçóëüòàò ñòàíäàðòíûì äëÿ äàí-
íîé ãëàâû ïóòåì. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé íåòðàíçèòèâíûé*

ãðàô ïåðåõîäîâ (ðèñ. 4.5). Ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ â ñîñòîÿíèè 0 è ÷å-
ðåç íåêîòîðîå âðåìÿ çàâåðøàåòñÿ ïåðåõîäîì â ïîãëîùàþùåå ñî-
ñòîÿíèå 1, îòêóäà îí óæå íèêîãäà íå âîçâðàùàåòñÿ.

Èçáåãàÿ òðèâèàëüíûõ îáúÿñíåíèé, çàïèøåì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå:

P0(t) = –λP0(t). (4.36)

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ïðèíÿâ íà÷àëü-
íîå óñëîâèå P0

(0) = 1, ïîëó÷èì

–1 + sϕ0(s) = –λϕ0(s), (4.37)
èëè

ϕ0(s) = , (4.38)

* Íàïîìíèì, ÷òî ãðàô íàçûâàåòñÿ транзитивным, åñëè çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ ìîæíî ïîïàñòü èç ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé âåðøèíû
â ëþáóþ çàäàííóþ âåðøèíó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãðàô íàçûâàåòñÿ
íåòðàíçèòèâíûì. Â ÷àñòíîñòè, âñå ãðàôû ñ ïîãëîùàþùèìè ñîñòîÿ-
íèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåòðàíçèòèâíûìè.

λP0 – µP1 = 0,

P0 + P1 = 1.

1
1 + λ/µ
---------------------- µ

λ + µ
--------------- T

T  + τ
---------------

4.2.3.

d
dt
------

0

1
λ

Рис. 4.5

1
λ + s
--------------
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73§ 4.3. Последовательная система

÷òî ñîîòâåòñòâóåò îðèãèíàëó

P0(t) = exp(–λt). (4.39)

Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà
ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì ïîêàçàòåëåì íàäåæíîñòè íåâîññòàíàâ-
ëèâàåìîãî ýëåìåíòà.

Среднее время работы до отказа

Ýòîò ïîêàçàòåëü ìîæåò áûòü â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî íàéäåí ïóòåì
èíòåãðèðîâàíèÿ (4.39):

T =  exp(–λt)dt = ,  (4.40)

èëè æå ïóòåì ïîäñòàíîâêè s = 0 â (4.38):

T =  = . (4.41)

Среднее время восстановления

Íàõîäÿ ýòîò ïîêàçàòåëü, íóæíî îáðàòèòüñÿ ê ãðàôó ïåðåõîäîâ,
ãäå ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå åñòü ñîñòîÿíèå 0, à ïðîöåññ íà÷èíàåò

ñÿ èç ñîñòîÿíèÿ 1 (ñì. ðèñ. 4.6.).
Ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òî îáñòîÿòåëü-

ñòâî, ÷òî òàêîé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì ïî îòíî-
øåíèþ ê ïðåäûäóùåìó:

τ = . (4.42)

§ 4.3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА

Описание системы

Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíóþ âîññòàíàâëèâàåìóþ ñèñòåìó èç
n ýëåìåíòîâ, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåñêîëüêèìè ñèòóàöèÿìè.

■ Âî âðåìÿ çàìåíû îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà îñòàëüíûå ýëåìåíòû
ëèáî ïðîäîëæàþò íàõîäèòüñÿ â ðàáî÷åì ðåæèìå, ëèáî âñÿ ñèñ-
òåìà îòêëþ÷àåòñÿ, ò. å. íîâûé îòêàç çà âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ
îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà âîçíèêíóòü íå ìîæåò.

4.2.4.

∫
0

× 1
λ
---

1
λ  + s
--------------

s = 0

1
λ
---

4.2.5.

1

0
λ

Рис. 4.6
1
µ
---

4.3.1.

2024740v1.fm  Page 73  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



74 Глава 4. Марковские модели восстанавливаемых систем

■ Ñàìî âîññòàíîâëåíèå ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, êîãäà âîç-
ìîæíî îäíîâðåìåííîå âîññòàíîâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà îòêàçàâ-
øèõ ýëåìåíòîâ, ëèáî îãðàíè÷åííûì, êîãäà îäíîâðåìåííî ìî-
æåò îñóùåñòâëÿòüñÿ âîññòàíîâëåíèå íå áîëåå ÷åì r, r < n, îò-
êàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíòû çàâèñèìû ïî
âîññòàíîâëåíèþ.

Система с отключением при отказе

Íåêîòîðûå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ îòêëþ÷àþòñÿ íà âðåìÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò, åñëè
ïðîöåññ ðåìîíòà îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ îïðå-

äåëåííûì ðèñêîì äëÿ îáñëóæèâàþùå-
ãî ïåðñîíàëà (íàïðèìåð, âîññòàíîâëå-
íèå âûñîêîâîëüòíûõ ëèíèé). Â ýòîì
ñëó÷àå âñå ýëåìåíòû îòêëþ÷àþòñÿ, è
èõ îòêàç âî âðåìÿ òåêóùåãî ðåìîíòà
ïðåäïîëàãàåòñÿ íåâîçìîæíûì. Ýëåìåí-
òû ñèñòåìû ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè è
ïî èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λi, è ïî èí-
òåíñèâíîñòè âîññòàíîâëåíèÿ µi. Ãðàô
ïåðåõîäîâ, îïèñûâàþùèé ýòó ñèñòåìó,

ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.7. Íà ýòîì ãðàôå ñîñòîÿíèå 0 îçíà÷àåò ñîñòîÿ-

íèå ïîëíîé èñïðàâíîñòè ñèñòåìû, à ñîñòîÿíèå k, k = 1, 2, ..., n — îò-

êàç  k-ãî ýëåìåíòà ñèñòåìû.

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ
êàê è â ñëó÷àå íåâîññòàíàâëèâàåìîé ñèñòåìû:

Pñèñò(t0) = exp –t0  λi . (4.43)

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì, ó êîòîðûõ max λkt0 n 1/n, ìîæíî

çàïèñàòü ïðèáëèæåíèå

Pñèñò d 1 – t0  λi. (4.44)

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ. Èç (4.43), èíòåãðè-
ðóÿ, íàõîäèì

Tñèñò(t0) =  λi . (4.45)

4.3.2.

n21

0

λ1µ1 µ2 λ2 µn λn

Рис. 4.7
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∑
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75§ 4.3. Последовательная система

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíå-

âçâåøåííîå. Äåéñòâèòåëüíî, ñ âåðîÿòíîñòüþ λi/ λi â ñèñòåìå

ïðîèñõîäèò îòêàç ýëåìåíòà i-ãî òèïà, ïðè ýòîì äëèòåëüíîñòü ïðî-
ñòîÿ ñèñòåìû ðàâíà τi. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü:

τñèñò = τi  = , (4.46)

ãäå Λñèñò = λi.

Çàìåòèì ÷òî âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ãèïåðýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñì. Ïðèëîæåíèå 2):

Pr{ηñèñò l t} = . (4.47)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî èìååò óáûâàþùóþ ôóíêöèþ èíòåíñèâíîñ-
òè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ìîëîäåþùèì ðàñïðåäåëåíèåì.

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ íà îñíîâàíèè (4.44) è (4.46)
çàïèñûâàåòñÿ êàê

K =  = . (4.48)

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÊÃ äëÿ âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû, ó
êîòîðîé max λiτi n 1/n, èìååò âèä

K d 1 – λiτi. (4.49)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ. Ýòîò ïîêàçàòåëü
äëÿ ìàðêîâñêîé ìîäåëè ñòðîãî ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÊÃ (4.48) íà
ÂÁÐ (4.43). Â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû ïðèáëèæåííîå
âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì (4.44) íà (4.49):

R(t0) d 1 – λit0 • 1 – λiτi  d 1 – λi(t0 + τi). (4.50)

 Åñëè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû ñ îòêëþ÷åíèåì
ïðè îòêàçå èìåþò îäèíàêîâîå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ, µi = µ, òî òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäèíî÷íîìó ýëåìåíòó ñ λ = Σλi.

∑
n

i = 1

∑
n

i = 1

λi

Λcèñò.
--------------

λiτi
i = 1

n

∑

λi
i = 1

n

∑
--------------------

∑
n

i = 1

λiexp –λit( )

λi
i = 1

n

∑
---------------------------------

1
1 + ΛèñòτÑèñò
------------------------------------ 1

1 + λiτi
i = 1

n

∑
--------------------------------

∑
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i = 1

 

 
 ∑
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 ∑
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 ∑
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Замечание.
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Система без отключения при отказе.
Неограниченное восстановление

Åñëè ñèñòåìà ïðè îòêàçå íå îòêëþ÷àåòñÿ, òî âî âðåìÿ òåêóùåãî
ðåìîíòà îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà îñòàëüíûå ýëåìåíòû ñèñòåìû ïðî-
äîëæàþò ôóíêöèîíèðîâàòü è ìîãóò îòêàçàòü â òå÷åíèå âðåìå-
íè ðåìîíòà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîññòàíîâëåíèå ìîæåò
çàòÿíóòüñÿ. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåæèì íå-
îãðàíè÷åííîãî âîññòàíîâëåíèÿ, ò. å. âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íå-
çàâèñèìîå è îäíîâðåìåííîå âîññòàíîâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà îò-
êàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, âñå n ýëåìåíòîâ ñèñòåìû
íåçàâèñèìû ïîëíîñòüþ è â ñìûñëå îòêàçîâ, è â ñìûñëå âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ. Ãðàô ïåðåõîäîâ ïîäîáíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 4.8.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè òàêîé ñèñòåìû íàõî-
äÿòñÿ ëåãêî. Ìíîãèå èç íèõ ñîâïàäàþò ñ òåìè, êîòîðûå áûëè ðàñ-
ñìîòðåíû âûøå.

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ ñèñòåìû òà æå, ÷òî è
ïðèâåäåííàÿ â (4.43).

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ. Ýòîò ïîêàçàòåëü
òàêæå ñîâïàäàåò ñ (4.45).

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ ñèñòåìû â ñèëó íåçàâèñèìîñòè
ýëåìåíòîâ ðàâíÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèþ ÊÃ åå ýëåìåíòîâ:

K = Ki = . (4.51)

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ÊÃ äëÿ âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû, ó êî-
òîðîé max λiτi n 1/n, èìååò âèä

K d 1 – λiτi. (4.52)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ (4.49) è (4.52) ñîâ-
ïàäàþò. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòÿìè îäíîâðåìåííûõ
îòêàçîâ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü.

4.3.3.

nk10
nλ

µ 2µ

(n – 1)λ (n – k + 1)λ
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(n – k)λ

(k + 1)µ nµ

λ

Рис. 4.8
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СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ íàõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè
ôîðìóëû äëÿ ÊÃ ïðè èçâåñòíîì ñðåäíåì âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû:

τñèñò = . (4.53)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ. Ýòîò ïîêàçàòåëü
äëÿ ìàðêîâñêîé ìîäåëè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ KÃ (4.51) íà ÂÁÐ
(4.43). Â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû ïðèáëèæåííîå âû-
ðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïåðåìíîæåíèåì (4.44) íà (4.52) è ñîâïàäàåò
ñ (4.50):

R(t0) d 1 – λi(t0 + τi). (4.54)

Система без отключения при отказе.
Ограниченное восстановление

Ïðè îãðàíè÷åííîì âîññòàíîâëåíèè îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò
îáðàçîâûâàòüñÿ èõ î÷åðåäè íà ðåìîíò, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷å-
íèþ âðåìåíè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â íåðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿ-
íèè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ëåãêî, òîëüêî åñëè âñå ýëå-
ìåíòû ñèñòåìû èäåíòè÷íû: çäåñü äëÿ ñòðîãîãî ðåøåíèÿ óäàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñõåìó ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ, ðàññìîòðåííóþ â

Ïðèëîæåíèè 3. Ãðàô ïåðåõîäîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ k ðå-
ìîíòíûõ îðãàíîâ, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.9.

Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè ýòîì èìååò âèä (ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðàçðåçàõ ãðàôà):

(4.55)

Tñèñò 1 – K( )
K

-----------------------------------

∑
n

i = 1

4.3.4.

0 1 k n
nλ

µ 2µ

(n – 1)λ (n – k + 1)λ

kµ

(n – k)λ

kµ kµ

λ

Рис. 4.9

nλp0 = µp1,

(n – 1)λp1 = 2µp2,

................................
(n – k + 1)λpk – 1 = kµpk,

(n – k)λpk = kµpk + 1,

................................
λpn – 1 = kµpn.
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Âûïèøåì ðåøåíèå, ïîëó÷àåìîå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

çäåñü ρ = λ/µ.
Ïîñêîëüêó ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå

(óñëîâèå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè), èç (4.56) íåòðóäíî íàéòè ñòàöèî-
íàðíûé ÊÃ:

K = p0 = 1 +  ρi + ρk  ρj .        (4.57)

Îáû÷íî â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íàäåæíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ
äîñòàòî÷íî âûñîêîíàäåæíûå ñèñòåìû, ó êîòîðûõ ρ < 1/n. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå:

K d 1 – nρ. (4.58)

Íåñòàöèîíàðíûé ÊÃ íå çàïèñûâàåòñÿ íàìè èç-çà ãðîìîçäêîñòè
ôîðìóëû. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîêàçàòåëü èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðàêòè-
÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ äîâîëüíî ðåäêî.

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ ñîâïàäàåò ñ ÂÁÐ äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, ñ (4.43).

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ òàêæå ñîâïàäàåò ñ
àíàëîãè÷íûì ïîêàçàòåëåì äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû,
â ÷àñòíîñòè, ñ (4.45).

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ПРОСТОЯ. Ýòà âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíà íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ÊÃ è ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé
ðàáîòû èç ôîðìóëû

τñèñò = . (4.59)

p1 = nρp0 = ρp0,

p2 = ρ1p1 = ρ2p0 = ρ2p0,

.............................................................................

pk = ρpk – 1 = ρkp0 = ρkp0, (4.56)

pk + 1 = ρpk = ρkp0 = ρk+1p0,

pn = ρnp0;

n

1 
 

n  – 1
2

--------------- n n – 1( )
2

------------------------
n

2 
 

n  – k  + 1
k

--------------------------- n n  – 1( )• ... • n – k + 1( )
1•2• ... •k

----------------------------------------------------------------------------
n

k 
 

n – k
k

--------------- n n – 1( )• ... • n  – k( )
1•2• ... •k•k

----------------------------------------------------------------
n

k – 1 
 n  – k

k
---------------

n

k 
  n  – k( )!

kn–k
----------------------

 

 
∑
k

i = 1

n

i 
  n

k 
  ∑

n – k

j = 1

n – k( )!
j!ki

----------------------
–1

Tñèñò 1 – K( )
K
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§ 4.4. ДУБЛИРОВАННАЯ СИСТЕМА

Íàèáîëåå ÷àñòî èç ðåçåðâèðîâàííûõ ñèñòåì ñ âîññòàíîâëåíèåì
âñòðå÷àþòñÿ дублированные системы, îíè áóäóò ðàññìîòðåíû ñ
áîëüøîé äåòàëüíîñòüþ, äàæå íåâçèðàÿ íà íåêîòîðûå ïîâòîðåíèÿ.

Áîëåå ñëîæíûå ñëó÷àè — ïðè íåîáõîäèìîñòè — ìîãóò áûòü
ïðîàíàëèçèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì îáùèõ ìåòîäîâ, èçëîæåí-
íûõ â Ïðèëîæåíèè 3.

Описание модели

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ èäåí-
òè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáû÷íî äëÿ ìàðêîâñêîé ìîäåëè ïðèíèìàþòñÿ
ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

✓ îòêàçû ýëåìåíòîâ íàñòóïàþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà;
✓ ïîñëå îòêàçà îñíîâíîãî ýëåìåíòà åãî ôóíêöèè ìãíîâåííî íà-

÷èíàåò èñïîëíÿòü ðåçåðâíûé ýëåìåíò;
✓ îòêàçàâøèé ýëåìåíò ïîñòóïàåò â ðåìîíòíûé îðãàí ñðàçó æå

ïîñëå îòêàçà;
✓ âîññòàíîâëåííûé ýëåìåíò ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì íåîò-

ëè÷èì îò àáñîëþòíî íîâîãî ýëåìåíòà;
✓ ïåðåêëþ÷åíèå ñ îñíîâíîãî ýëåìåíòà íà ðåçåðâíûé îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ìãíîâåííî è áåçîòêàçíî.
Ïðè àíàëèçå íàäåæíîñòè ëþáîé ðåçåðâèðîâàííîé ñèñòåìû íå-

îáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðåæèì, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ðå-
çåðâíûé ýëåìåíò. Âîçìîæíû òðè òèïà ðåæèìà ðàáîòû ðåçåðâíîãî
ýëåìåíòà, ïåðå÷èñëèì èõ.

■ Ðåçåðâíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è îñíîâ-
íîé ýëåìåíò. Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ íàãðóæåííûì, èëè ãî-
ðÿ÷èì, ðåçåðâîì. Èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ñîîòâåòñòâåííî ðå-
çåðâíîãî λp, è îñíîâíîãî λ ýëåìåíòîâ ðàâíû.

■ Ðåçåðâíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â çàïàñå, ò. å. íå ìîæåò îòêàçàòü.
Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ íåíàãðóæåííûì, èëè õîëîäíûì, ðå-
çåðâîì. Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà   λp = 0.

■ Ðåçåðâíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ðåæèìå, ïðîìåæóòî÷íîì ïî îò-
íîøåíèþ ê äâóì óïîìÿíóòûì âûøå. Òàêîé ðåæèì íàçûâàåòñÿ îá-
ëåã÷åííûì, èëè òåïëûì, ðåçåðâîì. Òîãäà 0 < λp < λ. Íåîáõîäè-
ìî òàêæå ó÷åñòü õàðàêòåð âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøèõ ýëåìåí-
òîâ. Âîññòàíîâëåíèå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åííûì (åäèíñòâåííûé
ðåìîíòíûé îðãàí) è íåîãðàíè÷åííûì (â ñëó÷àå äóáëèðîâàíèÿ —

4.4.1.
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80 Глава 4. Марковские модели восстанавливаемых систем

äâà ðåìîíòíûõ îðãàíà). Â îáùåì ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîå âîññòà-
íîâëåíèå ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî ìîæåò
âîññòàíàâëèâàòüñÿ ëþáîå ÷èñëî îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû.

Âîçìîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ òðàåêòîðèè ïîâåäåíèÿ äóá-
ëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì è íåîãðàíè-
÷åííûì âîññòàíîâëåíèåì ïðèâåäåíà íà ðèñ. 4.10, a ñ
õîëîäíûì — íà ðèñ. 4.11.

Ãðàô ïåðåõîäîâ äëÿ äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû â îá-
ùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4.12.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê íàõîæäåíèþ ðàçëè÷íûõ ïîêà-
çàòåëåé íàäåæíîñòè äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû.

Нестационарный коэффициент готовности

Îïóñòèâ äåòàëüíûå îáúÿñíåíèÿ, êîòîðûå ïðèâåäåíû â Ïðèëî-
æåíèè 3, çàïèøåì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåðî-
ÿòíîñòåé ñîñòîÿíèé ãðàôà ïåðåõîäîâ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 4.11.

 (4.60)
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4.4.2.

P0(t) = –λ0P0(t) + µ1P1(t),

P1(t) = λ0P0(t) – (λ1 + µ1)P1(t) + µ2P2(t),

1 = P0(t) + P1(t) + P2(t),

P0 (0) = 1.

d
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Ïðèâåäåì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ Ëàïëàñà:

 ×  = . (4.61)

Ïîñêîëüêó â äóáëèðîâàííîé ñèñòåìå îáà ñîñòîÿíèÿ 0 è 1 ÿâëÿþò-
ñÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàáîòîñïîñîáíîñòè, èìååì ÊÃ:

K(t) = P0(t) + P1(t) = 1 – P2(t), (4.62)

ò. å. ðåøåíèåì â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà äëÿ ϕK(s) _ K(t) áóäåò
ϕK(s) = 1/s – ϕ2(s). Íàéäåì âûðàæåíèå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàï-
ëàñà:

ϕ2(s) =  =

= . (4.63)

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

ϕ*(s) =  – ϕ2(s) =

= . (4.64)

Äàëüíåéøåå ðåøåíèå èäåò ïî ñõåìå, îïèñàííîé â Ïðèëîæå-
íèè 3. Ñíà÷àëà ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (4.64) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé âèäà

ϕ*(s) =  +  + , (4.65)

ãäå s1, s2 è s3 — êîðíè çíàìåíàòåëÿ â (4.64). Çàòåì íàõîäÿòñÿ êî-
ýôôèöèåíòû A, B è C äëÿ ïðîñòûõ äðîáåé â ïðåäñòàâëåíèè (4.65).
Çàìåòèì, ÷òî s1 è s2 — ñîïðÿæåííûå êîðíè, à s3 = 0.

Îïóñêàÿ õîòÿ ïðîñòûå, íî äîâîëüíî ãðîìîçäêèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ â îáùåì âèäå:

K(t) = 1 –  1 –  (s1 exp(–s2t) – s2 exp(–s1t) , (4.66)

λ0  + s   – µ1   0

–λ0    λ1  + µ1  + s    –µ2

s   s   s

ϕ0 s( )
ϕ1 s( )
ϕ2 s( )

1

0

1

λ0  + s    –µ1   1

–λ0    λ1  + µ1  + s    0

s    s   1

λ0  + s   – µ1   1

–λ0    λ1  + µ1  + s    –µ2

s   s   s

-------------------------------------------------------------------------------

λ0λ1

s s2  + s λ0 + λ1 + µ1 + µ2( ) + λ0λ1 + λ0µ2  + µ1µ2[ ]
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

1
s
---

s2 + s λ0  + λ1  + µ1  + µ2( ) + λ0λ2  + µ1µ2

s s2  + s λ0 + λ1 + µ1 + µ2( ) + λ0λ1 + λ0µ2  + µ1µ2[ ]
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

A
s – s1
---------------- B

s  – s2
---------------- C

s – s3
----------------

λ0λ1

s1s2
------------

 

 
1

s1  – s2
-------------------
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ãäå s1, 2 = –α/2 ä , ãäå, â ñâîþ î÷åðåäü, α = λ0 + λ1 + µ1 + µ2

è β = λ0λ1 + λ0µ2 + µ1µ2. Åñëè s1 = s2, òî ñëåäóåò ïðèìåíèòü ïðàâè-

ëî Ëîïèòàëÿ.
Ôîðìóëà (4.66) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ K(t) âî âñåõ îïè-

ñàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ãîðÿ÷åãî äóáëèðîâàíèÿ ñ íåîãðà-
íè÷åííûì âîññòàíîâëåíèåì ðåøåíèå âîîáùå ýëåìåíòàðíî, ïî-
ñêîëüêó ìû èìååì äâà íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòà, à ïîýòîìó ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ ãîòîâûì ðåøåíèåì (4.32):

Kñèñò(t) = 1 – (1 – K(t))2 = 1 – {1 – exp [–(λ + µ)t]} . (4.67)

Îòìåòèì, ÷òî íåñòàöèîíàðíûé ÊÃ íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ àíàëèçà ñèñòåì äîâîëüíî ðåäêî.

Стационарный коэффициент готовности

Ïðè íàõîæäåíèè ÊÃ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
(4.60), ïîëîæèâ â íåé âñå ïðîèçâîäíûå ðàâíûìè íóëþ, à P0(t),

P1(t) è P2(t) êîíñòàíòàìè p0, p1, p2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ìîæíî

çàïèñàòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

 ×  = , (4.68)

ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ:

K = 1 – p2 = 1 –  = ,

èëè îêîí÷àòåëüíî

K = 1 + . (4.69)

Èç (4.69) ëåãêî íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ ÊÃ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæè-
ìîâ íàãðóæåííîñòè è âîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòîâ äóáëèðîâàííîé
ñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 4.2.

α2/4 – β

 

 
 λ

λ + µ
--------------- 


2

4.4.3.

–λ0   µ1   0

λ0   –λ1 + µ1( )  µ2

1  1  1
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p1

p2

0

0

1

–λ0   µ1   0

λ0  –λ1  + µ1( )  0

1  1  1

–λ0   µ1   1

λ0   –λ1 + µ1( )  µ2

1  1  1
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λ0λ1
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Таблица 4.2

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå, ðàññìàòðèâàÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìûå
ýëåìåíòû, êîãäà âîññòàíîâëåíèå íåîãðàíè÷åííîå, à ðåæèì ðå-
çåðâíîãî ýëåìåíòà íàãðóæåííûé, âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
ãîòîâíîñòè äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ
íåïîñðåäñòâåííî (4.33):

Kñèñò = 1 – (1 – K)2 = 1 –  =

=  =  = . (4.70)

Âàðèàíò òåïëîãî ðåçåðâà íà ïðàêòèêå ïî÷òè íèêîãäà íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ñòåïåíü îáëåã÷åíèÿ ðåæèìà ðåçåðâ-
íîãî ýëåìåíòà íå áûâàåò ñêîëüêî-íèáóäü òî÷íî èçâåñòíà. Åñëè æå
íåîáõîäèìîñòü îöåíêè êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè ïðè ýòîì âñå æå
âîçíèêàåò, òî ðàçóìíåå âñåãî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ðàññìàòðèâàòü
ïîêàçàòåëè äëÿ õîëîäíîãî è ãîðÿ÷åãî ðåçåðâà â êà÷åñòâå âåðõíåé
è íèæíåé îöåíîê ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. êîãäà ρ n 1, íà îñ-
íîâàíèè òàáë. 4.2 ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû, ïðè-
âåäåííûå â òàáë. 4.3.

Таблица 4.3

Ðåçåðâèðîâàíèå
Âîññòàíîâëåíèå

Íåîãðàíè÷åííîå Îãðàíè÷åííîå

Íàãðóæåííîå

Íåíàãðóæåííîå

Ðåçåðâèðîâàíèå
Âîññòàíîâëåíèå

Íåîãðàíè÷åííîå Îãðàíè÷åííîå

Íàãðóæåííîå 1 – ρ2 1 – 2ρ2

Íåíàãðóæåííîå 1 – 0.5ρ2 1 – ρ2

1

1 + 
ρ2

1 + 2ρ
------------------

------------------------------ 1

1 + 
2ρ2

1 + 4ρ
------------------

------------------------------

1

1 + 
ρ2

2 1 + ρ( )
-----------------------

----------------------------------- 1

1 + 
ρ2

1 + ρ
---------------

---------------------------

λ2

λ  + µ( )2
----------------------

2λ  + µ2

λ2 + 2λ  + µ2
------------------------------------ 1

1 + 
λ2

2λ  + µ2
---------------------

--------------------------------- 1

1 + 
ρ2

1 + 2ρ
------------------

------------------------------
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Вероятность безотказной работы

Ãðàô ïåðåõîäîâ äëÿ ðàñ÷åòà ÂÁÐ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.13. Íà ýòîì
ãðàôå ñîñòîÿíèå 2, ñîîòâåòñòâóþùåå îòêàçó ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ

ïîãëîùàþùèì.
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì. Ïðèëîæåíèå 3):

 P0(t) = –λ0P0(t) + µ1P1(t),

 P1(t) = λ0P0(t) – (λ1 + µ1)P1(t), (4.71)

P0 (0) = 1. 

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà èìååò âèä

 ×  = . (4.72)

Èñêîìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôîðìå:

ϕ0(s) + ϕ1(s) =  =

=   . (4.73)

Ïðèìåíÿÿ ïðåæíþþ ïðîöåäóðó, íàõîäèì ðåøåíèå äëÿ ÂÁÐ
ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà íà÷àëà ðàáîòàòü ñ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîé ðà-
áîòîñïîñîáíîñòè:

P(0) (t) =  ( exp( t) – exp( t); (4.74)

çäåñü  = –  ä , α* = λ0 + λ1 + µ1, β* = λ0λ1, à

âåðõíèé èíäåêñ â P(0)(t) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî âûáðàíî íà÷àëüíîå
óñëîâèå P0 (0) = 1.

Äàëåå íàì ïðèãîäèòñÿ çíà÷åíèå ÂÁÐ ñèñòåìû ïðè óñëîâèè,
÷òî îíà íà÷èíàåò ðàáîòàòü, áóäó÷è â ñîñòîÿíèè «1», ò. å. êîãäà
îäèí ýëåìåíò ðàáîòîñïîñîáåí, à âòîðîé âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî âûáðàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå

4.4.4.

2

1

0 µ1

λ0

λ1

Рис. 4.13

d
dt
------

d
dt
------

λ0  + s  –µ1

–λ0   λ1  + µ1  + s

ϕ0 s( )
ϕ1 s( )

1

0

1   –µ1

0   λ  + µ1  + s
 + 

λ0  + s  1

–λ0   0

λ0 + s   –µ1

–λ0   λ1 + µ1  + s

------------------------------------------------------------------------------------------

s + λ0 + λ1 + µ1

s2  + s λ0 + λ1 + µ1( ) + λ0λ1

-----------------------------------------------------------------------------

1
s1

*  – s2
*

------------------- s1
* s2

* s2
* s1

*

s1,2
* α*/2 α*/2( )2 – β*
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85§ 4.4. Дублированная система

P1 (0)  = 1. Èçáåãàÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âûêëàäîê, çàïèøåì ñðàçó,

èñïîëüçóÿ çàãîòîâêó â ôîðìå (4.73):

ϕ0(s) + ϕ1(s) =  =

= . (4.75)

Îòìåòèì, ÷òî çíàìåíàòåëè â (4.73) è (4.75) îäèíàêîâû, ÷òî, âïðî-
÷åì, ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî, òàê êàê èçìåíåíû ëèøü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ. Îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (4.75) äàåò ðåøåíèå

P(1)(t) =  [(  – λ0 – λ1)exp( t) – (  – λ0 – λ1)exp( t)]; (4.76)

çäåñü âåðõíèé èíäåêñ P (1)(t) îïÿòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óêàçàíèÿ íà
òî, ÷òî âûáðàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå P1(0) = 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëàõ îòñóòñòâóåò âåëè÷èíà µ2, ïîñêîëüêó

ñîñòîÿíèå 2 ÿâëÿåòñÿ ïîãëîùàþùèì.

Стационарный коэффициент интервальной готовности

Äëÿ âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñòåì, ïðåäíàçíà÷åííûõ ê âûïîëíåíèþ
íåêîòîðîãî ïîòîêà çàäà÷, äàííûé ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíûì. Ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò èíòåð-
âàëüíîé ãîòîâíîñòè R(t0) ìîæíî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîð-

ìóëû ïîëíîé âåðîÿòíîñòè â âèäå

R(t0) = p0P
(0)(t) + p1P

(1)(t), (4.77)

ãäå p0 è p1 — ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé 0 è 1, a P(0)(t) è
P(1)(t) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (4.74) è (4.76) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè p0 è p1 íàõîäÿòñÿ íà áàçå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (4.71):

p0 = 1 –  = , (4.78)

0   –µ1

1   λ  + µ1  + s
 + 

λ0  + s  0

–λ0   1

λ0  + s   –µ1

–λ0  λ + µ1 + s

------------------------------------------------------------------------------------------

λ0 + µ1

s2 + s λ0  + λ1  + µ1( ) + λ0λ1

-----------------------------------------------------------------------------

1
s1

*  – s2
*

------------------- s1
* s2

* s2
* s1

*

4.4.5.

0  µ1   0

0  – λ1  + µ1( )  µ2

1  1  1

–λ0   µ1  0

λ0   –λ1 + µ1( )  µ2

1  1  1

-----------------------------------------------------------------
µ1µ2

λ0λ1  + λ0µ2 + µ1µ2
------------------------------------------------------
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86 Глава 4. Марковские модели восстанавливаемых систем

p1 = 1 –  = . (4.79)

Среднее время безотказной работы

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà ìîæåò áûòü íàéäåíî èç ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà (4.73):

T (0) = ,

èëè îêîí÷àòåëüíî

T0 =  +  + . (4.80)

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè ïîëó÷àåì èç ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëàïëàñà (4.75):

T (1) = ,

èëè îêîí÷àòåëüíî

T(1) =  + . (4.81)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå â (4.80) è (4.81): ñðåäíåå âðåìÿ
ðàáîòû äî îòêàçà T(0) áîëüøå ÷åì ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåæäó îò-
êàçàìè T(1) íà âåëè÷èíó 1/λ1. Äåéñòâèòåëüíî, ñèñòåìà èç ñîñòîÿ-

íèÿ 0 ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå 1 â ñðåäíåì ÷åðåç âðåìÿ 1/λ1, à çàòåì

óæå ïðîäîëæàåò ñâîé ïðîöåññ ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿ-
íèå, ïîêà íå ïîïàäåò â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå 2.

Ìîæíî ïîëó÷èòü òîò æå ðåçóëüòàò è ñ ïîìîùüþ èíîãî ïîäõîäà,
èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû. Èç òîëüêî ÷òî ïðèâåäåííûõ
ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

T (0) =  + T (1). (4.82)

Ïåðåéäÿ â ñîñòîÿíèå 1, ñèñòåìà ïðåáûâàåò â íåì â ñðåäíåì âðåìÿ
1/(λ1 + µ1), ïîñëå ÷åãî îíà ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ λ1/(λ1 + µ1) ïåðåõî-

–λ0   µ1  0

λ0   –λ1 + µ1( )  µ2

1  1  1

–λ0  0  0

λ0  0  µ2

1  1  1

-----------------------------------------------------------------
λ0µ2

λ0λ1  + λ0µ2 + µ1µ2
------------------------------------------------------

4.4.6.

s + λ0  + λ1  + µ1

s2 + s λ0  + λ1  + µ1( ) + λ0λ1

-----------------------------------------------------------------------------
s = 0

1
λ0
------ 1

λ1
------

µ1

λ0λ1
------------

λ0  + µ1

s2 + s λ0  + λ1  + µ1( ) + λ0λ1

-----------------------------------------------------------------------------
s = 0

1
λ0
------

µ1

λ0λ1
------------

1
λ0
------
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87§ 4.4. Дублированная система

äèò â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå 2, ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ µ1/(λ1 + µ1)

âîçâðàùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå 0, ò. å. ìîæíî çàïèñàòü ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå

T (1) =  +  T (0). (4.83)

Ïîäñòàâèâ (4.83) â (4.82), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî
âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà:

T(0) =   +  =  =  +  + . (4.84)

Èç (4.84) è (4.82) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó îòêàçàìè
ðàâíî

T (1) = T (0) –  =  + . (4.85)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü, êàê è ïðè ðàñ÷åòå ÂÁÐ, òèï âîññòàíîâëå-
íèÿ íå èãðàåò ðîëè, ïîñêîëüêó èìååòñÿ âñåãî äâà ñîñòîÿíèÿ 0 è 1.
Ïðè ðàñ÷åòå òàêèõ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè, êàê ÂÁÐ è ñðåäíåå
âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû, äîëæíî ó÷èòûâàòüñÿ ÷èñëî ðåìîíò-
íûõ îðãàíîâ, ïîñêîëüêó îò îáùåãî ÷èñëà ðåìîíòíûõ îðãàíîâ çà-
âèñèò çíà÷åíèå âðåìåíè ïðîñòîÿ ñèñòåìû â íåðàáîòîñïîñîáíîì
ñîñòîÿíèè.

Îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû ÷åòûðåõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ â äóáëè-
ðîâàííîé ñèñòåìå ñâåäåíû â òàáë. 4.4. Â íåé äëÿ íåíàãðóæåííîãî
è íàãðóæåííîãî ðåçåðâà ñîîòâåòñòâåííî èìååì

λ0 = λ1 = λ,

λ0 = 2 λ1, λ1 = λ.

Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ âûñîêîíàäåæíûå ýëåìåíòû, ïåðâûì
ñëàãàåìûì âî âñåõ ôîðìóëàõ òàáë. 4.4 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, òàê êàê
λ n µ. Áîëåå òîãî, ðàçëè÷èå ìåæäó T (0) è T (1) â ïðåäåëå ïðîïàäàåò.

Таблица 4.4

Ðåçåðâèðîâàíèå T(0) (äî îòêàçà) T(1) (ìåæäó îòêàçàìè)

Íàãðóæåííîå  +  + 

Íåíàãðóæåííîå  +  + 

1
λ1  + µ1
--------------------

µ1

λ1  + µ1
--------------------

1

1 – 
1

λ1  + µ1
--------------------

-------------------------------
 

 
 1

λ0
------ 1

λ1  + µ1
-------------------- 

 λ0  + λ1  + µ1

λ0λ1
---------------------------------- 1

λ0
------ 1

λ1
------

µ1

λ0λ1
------------

1
λ0
------ 1

λ1
------

µ1

λ0λ1
------------

3
2λ
------- µ

2λ2
--------- 1

λ
--- µ

2λ2
---------

2
λ
--- µ

λ2
------ 1

λ
--- µ

λ2
------
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Таблица 4.5

Â òàáë. 4.5 ïðåäñòàâëåíû ïðèáëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ ñðåä-
íèõ âðåìåí äî îòêàçà è ìåæäó îòêàçàìè âûñîêîíàäåæíîé äóáëè-
ðîâàííîé ñèñòåìå.

§ 4.5. МЕТОД ВВЕДЕНИЯ ФИКТИВНЫХ СОСТОЯНИЙ

Îïèñàííûå ìåòîäû îöåíêè ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè ðåçåðâèðî-
âàííûõ ñèñòåì ñ âîññòàíîâëåíèåì ïðèãîäíû äëÿ ñèñòåì, ó êîòî-
ðûõ âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè èìååò ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Îäíàêî ýòî äîïóùåíèå äàëåêî íå âñåãäà
îêàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìûì. ×òîáû â ðàìêàõ ìàðêîâñêîé ìîäåëè
îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âîçðàñòàþùåé èëè óáûâàþùåé èíòåí-
ñèâíîñòüþ îòêàçîâ, èñïîëüçóåòñÿ èñêóññòâåííûé ïðèåì: ââîäÿò-
ñÿ äîïîëíèòåëüíûå ôèêòèâíûå ñîñòîÿíèÿ.

Ïðè ïîìîùè òàêèõ ôèêòèâíûõ ñîñòîÿíèé óäàåòñÿ ââåñòè â ìî-
äåëü ñèñòåìû ýðëàíãîâñêîå (èç êëàññà ñòàðåþùèõ) è ãèïåðýêñïî-
íåíöèàëüíîå (èç êëàññà ìîëîäåþùèõ) ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð,
åñëè âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòà ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâà-
íî ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà âòîðîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà, òî ìàð-
êîâñêèé ãðàô ïåðåõîäîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñõåìîé ðèñ. 4.14.

Â ýòîì ãðàôå ïåðåõîäîâ âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñóììó äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ýêñïîíåíöèàëüíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè, îäíî èç íèõ ñ ïàðàìåòðîì µ, à äðóãîå — ñ ïàðàìåò-
ðîì µ′. Ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýêñïîíåí-
öèàëüíîå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Íà ðèñ. 4.15 ïðåäñòàâëåí ãðàô
ïåðåõîäîâ äëÿ ýëåìåíòà, ó êîòîðî-
ãî âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòåéøèì ãèïåðýêñïîíåíöèàëü-
íûì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé âçâå-
øåííóþ ñóììó äâóõ ýêñïîíåíò.
Ðàäè êîìïàêòíîñòè íà ðèñóíêå ïå-

Ðåçåðâèðîâàíèå T(0) èëè T(1)

Íàãðóæåííîå

Íåíàãðóæåííîå

µ
2λ2
---------

µ
λ2
------

µ1 µ2

pλ qλ

1 2

0

Рис. 4.15

µ′λ

µ

0

1 1 ′

Рис. 4.14
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ðåõîäû îáîçíà÷åíû äâóíàïðàâëåííûìè ñòðåëêàìè. Íà ðèñ. 4.16
ïðèâåäåíû äðóãèå âàðèàíòû ãðàôîâ ïåðåõîäîâ äëÿ ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ:

(а) ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû
è ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ;

(б) ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû è ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðå-
ìåíè âîññòàíîâëåíèÿ;

(в) ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû
è ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè âîññòà-
íîâëåíèÿ;

(г) ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû è ýðëàíãîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ.

Èç ýòèõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ââåäåíèå ôèêòèâíûõ ñîñòîÿíèé
ïîçâîëÿåò ââåñòè àïïðîêñèìèðóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ
âîçðàñòàþùåé è óáûâàþùåé èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ, íî, óïðîùàÿ
çàäà÷ó ñ îäíîé ñòîðîíû (íåìàðêîâñêàÿ ìîäåëü àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ìàðêîâñêîé), ìû óñëîæíÿåì åå, óâåëè÷èâàÿ îáùåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.

Ïðèíöèï íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè îñòàåòñÿ ïðåæ-
íèì. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôèêòèâíûõ ñîñòîÿíèé äàæå â
ñëó÷àå äóáëèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ãðîìîçäêèì ðåçóëüòàòàì, ïîýòî-
ìó ìû îïóñêàåì èõ äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå.

µ′λ′

µ

λ

a б

Pµ
pλ

p′λ′ qλ
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QµP′µ′

pλ
qλ

µ′
µ

λ

λ

p′λ′
q′µ′

µ
λ′

в г

0 0 ′

1 ′1

0 0 ′

1 ′1

0 0 ′

1 ′1
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Рис. 4.16
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Глава 5

Стареющие элементы и системы

На практике часто не известен вид распределения времени
до отказа, но из опыта известна информация о среднем зна!
чении. Если предположить, что элемент или система облада!
ют свойством старения, то на основании этой весьма огра!
ниченной информации можно получить граничные оценки
для показателей надежности.
Данная глава является факультативной.

§ 5.1. МОНОТОННАЯ ФУНКЦИЯ ИНТЕНСИВНОСТИ ОТКАЗОВ

Áîëüøàÿ ÷àñòü òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ñâîé-
ñòâîì: ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèñòåìà èëè ýëåìåíòû, åå ñîñòàâëÿþ-
ùèå, ñòàðåþò, ò. å. èõ õàðàêòåðèñòèêè íàäåæíîñòè óõóäøàþòñÿ.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óæå ïðîðàáîòàâøèé êàêîå-òî âðåìÿ òåõíè÷åñêèé
îáúåêò îòëè÷àåòñÿ îò íîâîãî â õóäøóþ ñòîðîíó. Êîíå÷íî, ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ è ïðîòèâîïîëîæíûé ôåíîìåí: åñëè òåõíè÷åñêèé îáú-
åêò óæå ïðîðàáîòàë ïåðèîä âîçìîæíîé äåòñêîé ñìåðòíîñòè, òî
îí îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì, ÷åì íîâûé: â íåì ìîæåò
ïðîèçîéòè âûæèãàíèå ñëàáûõ ýëåìåíòîâ èëè èõ ïðèðàáîòêà
è ò. ï. Îäíàêî íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñòàðåþùèå
ñèñòåìû êàê íàèáîëåå âàæíûå äëÿ èíæåíåðíîé ïðàêòèêè.

Ñàìî ñòàðåíèå ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ óõóäøåíèåì ðàçëè÷-
íûõ ñâîéñòâ íàäåæíîñòè. Òàê, ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðî-

öåññ ñòàðåíèÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííî õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ âîçðàñòàíèåì ôóíêöèè
èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λ(t) (ðèñ. 5.1).

Будем называть для краткости такие распре!
деления стареющими распределениями, а
элементы или системы, обладающие таким
типом старения, соответственно стареющи�
ми элементами и стареющими системами.

t

λ(t)

0

Рис. 5.1
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91§ 5.2. Стареющий элемент

Åñòü è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàðåíèÿ, íàïðèìåð, ðàñïðåäå-
ëåíèå ìîæåò îáëàäàòü âîçðàñòàþùåé â ñðåäíåì ôóíêöèåé èíòåí-
ñèâíîñòè îòêàçîâ. Èëè æå ñðåäíåå îñòàòî÷íîå âðåìÿ áåçîòêàçíîé
ðàáîòû (ÂÁÐ) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè óáûâàåò. Íî íå áóäåì îñòàíàâ-
ëèâàòüñÿ íà ñòîëü ýêçîòè÷åñêèõ âèäàõ ðàñïðåäåëåíèé.

Åñëè íàì âîîáùå íå èçâåñòåí âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äî
îòêàçà, òî, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåðàâåí-
ñòâîì ×åáûøåâà, ìû ìîæåì äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàòü
ñëåäóþùóþ âåðõíþþ ãðàíèöó:

Pr{|X – E{X}| l ε m , (5.1)

ãäå Pr — îáîçíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, X — ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà, E{X} è σ2 — åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ,
à ε — ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Ïðèâåäåì èçâåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà. Ïî îïðå-
äåëåíèþ

Pr{|X – e{X}| l ε} = dF(x). (5.2)

Ïîñêîëüêó îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ (1/ε)x – E{X} l 1, ìîæíî çà-
ïèñàòü:

dF(x) m (x – E{X})2dF(x) m

m (x – E{X})2dF(x) = , (5.3)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Èç ôîðìóëû (5.3) âèäíî, ÷òî ïðè åå óíèâåðñàëüíîñòè îöåíêà,

ïîëó÷àåìàÿ ñ åå ïîìîùüþ, äàåò âåñüìà ãðóáîå ïðèáëèæåíèå è ê
òîìó æå èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ëåæàùèõ
íà ðàññòîÿíèè áîëåå σ îò ñðåäíåãî. Îêàçûâàåòñÿ, ìîãóò áûòü ïîëó-
÷åíû óëó÷øåííûå îöåíêè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ íåêîòîðàÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäåëåíèè âðåìåíè äî îòêàçà.

§ 5.2. СТАРЕЮЩИЙ ЭЛЕМЕНТ

Åñëè ìû çíàåì, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ âîçðàñòàåò
âî âðåìåíè, òî ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü âåðõíþþ è íèæíþþ ãðà-
íèöû äëÿ ÂÁÐ, åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû
äî îòêàçà.

σ2

ε2
------

∫
|x – E{X}| l ε

∫
|x – E{X}| l ε

1
ε2
----- ∫

|x – E{X}| l ε

1
ε2
----- ∫

–×

× σ2

ε2
------
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92 Глава 5. Стареющие элементы и системы

Ïðè äàëüíåéøèõ âûâîäàõ ìû áó-
äåì ÷àñòî îïèðàòüñÿ íà òî, ÷òî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå è âûðîæäåííîå* ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè
â êëàññå ñòàðåþùèõ ðàñïðåäåëå-
íèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâîå èìååò ïî-
ñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ, à
âòîðîå — äåëüòà-ôóíêöèþ â ýòîì êà-
÷åñòâå. Íà ðèñ. 5.2 èçîáðàæåíû èí-

òåíñèâíîñòè îòêàçîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ó îáîèõ ðàñïðåäåëåíèé
îäèíàêîâîå ñðåäíåå, ðàâíîå T.

Границы для вероятности безотказной работы

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Ðàññìîòðèì òðè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ îäè-
íàêîâûìè ñðåäíèìè, ðàâíûìè Ò: ñòàðåþùåå, âûðîæäåííîå è
ýêñïîíåíöèàëüíîå ñ ïàðàìåòðîì 1/T. Îáîçíà÷èì äëÿ ýòèõ òðåõ
ðàñïðåäåëåíèé ôóíêöèè ÂÁÐ ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç P(t), G(t) è
E(t). Ïî ðèñ. 5.3 âèäíî, ÷òî G(t) ïåðåñåêàåòñÿ ñ E(t) è P(t) â òî÷êå
ñ àáñöèññîé T. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêöèé
E(t) è P(t) ëåæèò ïðàâåå òî÷êè T. Èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñðåäíèõ
ñëåäóåò, ÷òî ïëîùàäè, îãðàíè÷åííûå êàæäîé èç êðèâûõ G(t),
E(t) è P(t) è îñüþ àáñöèññ ðàâíû. Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî äëÿ òî÷êè t* — àáñöèññû òîé, â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ôóíê-
öèè E(t) è P(t), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

[P(t) – E(t)]dt = [E(t) – P(t)]dt. (5.4)

Èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 5.3 âèäíî, ÷òî, ïîñêîëüêó G(t) > P(t)
ïðè t < T, òî

[P(t) – E(t)]dt < [G(t) – E(t)]dt = [E(t) – P(t)]dt, (5.5)

îòêóäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
t* > T.

Òàêèì îáðàçîì, íèæíÿÿ ãðàíèöà ÂÁÐ äëÿ ëþáîãî ñòàðåþùå-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì T îïðåäåëÿåòñÿ êàê

P(t) l (5.6)

* Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå
(ñì. Ïðèëîæåíèå 2).

t

λ(t)

0

λ

λT = 
1

Рис. 5.2

5.2.1.

∫
0

t*

∫
t*

×

∫
0

T

∫
0

T

∫
t*

×

{exp (–t/T) äëÿ t < T,
0 äëÿ t l T.
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93§ 5.2. Стареющий элемент

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Ïðè t m T îïðåäåëåíèå âåðõíåé ãðàíè-
öû äëÿ ÂÁÐ òðèâèàëüíî: P(t) m 1. Íàõîæäåíèå âåðõíåé ãðàíèöû
ïðè t > T òðåáóåò âñïîìîãàòåëüíûõ ïîñòðîåíèé. Ðàññìîòðèì ñå-

ìåéñòâî óñå÷åííûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé (t) òàêèõ, ÷òî
ó âñåõ íèõ ñðåäíèå ðàâíû T. Ñòàðåþùàÿ ôóíêöèÿ P(t) ïåðåñå-

êàåò ëþáóþ èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé (t), óñå÷åííóþ
ñïðàâà â òî÷êå tk äâàæäû: ñíà÷àëà ñâåðõó âíèç ëåâåå òî÷êè tk, à
çàòåì â òî÷êå tk (ðèñ. 5.4). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îáå ôóíêöèè
èìåþò îäíî è òî æå ñðåäíåå, ò. å. ðàâíû ïëîùàäè

[P(t) – (t)]dt = [ (t) – P(t)]dt. (5.7)

Íà ðèñ. 5.4 ïîêàçàíû èñõîäíàÿ ñòàðåþùàÿ ôóíêöèÿ P(t), âû-
ðîæäåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(t), ñåìåéñòâî ýêñïîíåíöè-
àëüíûõ ôóíêöèé E1(t), E2(t), ... è ñîîòâåòñòâóþùèå èì óñå÷åí-

íûå ñïðàâà ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè (t), (t), ... . Óñå÷åí-
íûå ýêñïîíåíöèàëüíûå ôóíêöèè òàêîâû, ÷òî èõ ñðåäíèå ðàâíû
ñðåäíåìó äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(t), ò. å. T. Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî,
÷òî ëþáàÿ óñå÷åííàÿ â òî÷êå t* ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ëå-

æèò âûøå ôóíêöèè P(t) â òîé æå òî÷êå, ò. å. (t*) < P(t*). Îñòà-
ëîñü íàéòè äëÿ êàæäîé óñå÷åííîé ýêñïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîêàçàòåëè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíê-
öèþ, ïåðåñåêàþùóþ ôóíêöèþ P(t) ñíèçó, íàïðèìåð, E2(t) íà

ðèñ. 5.4. Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé óñå÷åííóþ ôóíêöèþ (t),
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ω2 è òî÷êîé

óñå÷åíèÿ . Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

(t)dt = P(t)dt = T (5.8)

Ek
*

Ek
*

t

P(t)

0

G(t)

t1
*T

1

Верхняя
>раница

Е1
*(t)

Е2
*(t)

Е1(t)

Е2(t)

t2
*

Рис. 5.4

t

λ(t)

0

G(t)

Стареющее
распределение
P(t)

E(t)

t*T

Рис. 5.3

∫
t: P(t) > Ek

*(t)

Ek
* ∫

t: Ek
*(t) > P(t)

Ek
*

E1
* E2

*

E*

E2
*

t2
*

∫
0

t*
2

E2
* ∫

0

×
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èëè

exp(–ω2t)dt = T, (5.9)

ãäå ïàðàìåòð ýêñïîíåíòû ω2 ñâÿçàí ñ òî÷êîé óñå÷åíèÿ t2
* óðàâíå-

íèåì, ýêâèâàëåíòíûì (5.9):

1 – ω2T = exp(–ω2 ). (5.10)

Òàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà âñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíåé ãðàíèöå äëÿ ÂÁÐ:

P(t) m (5.11)

ãäå ωk çàâèñèò îò tk è íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ òèïà (5.10).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ íàñ îáû÷íî áîëüøå
èíòåðåñóåò ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò, ò. å. íèæíÿÿ ãðàíèöà
âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ÂÁÐ.

Отношения между стареющими
и экспоненциальными распределениями

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Λ(t) = λ(x)dx. (5.12)

Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà

Λýêñï(t) = λt. (5.13)

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ïðè ëþáîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ âðå-
ìåíè ðàáîòû äî îòêàçà ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

P(t) = e–Λ(t). (5.14)

Èç (5.14) ñëåäóåò, ÷òî Λ(t) = –lnP(t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû
õîòèì èçó÷èòü âçàèìíîå ïîâåäåíèå ñòàðåþùåé è ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ôóíêöèé, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òàêîâîå íà ôóíêöèÿõ Λ(t).

Âîçìîæíû ñëåäóþùèå òèïû ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè Λ(t) äëÿ ñòà-
ðåþùèõ ðàñïðåäåëåíèé (ðèñ. 5.5):

(1) Λ(t) < λt äëÿ âñåõ t — ñòàðåþùàÿ ôóíêöèÿ P(t) âñåãäà
ëåæèò âûøå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè E(t);

(2) Λ(t) > λt äëÿ âñåõ t — Λ(t) âûïóêëà, E(t) âñåãäà ëåæèò âû-
øå ñòàðåþùåé ôóíêöèè P(t);

∫
0

t*
2

t2
*

1 äëÿ t m T,
exp(–ωkt) äëÿ t > T,

5.2.2.

∫
0

t
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(3) Λ(t) > λt äëÿ âñåõ t — Λ(t) âîãíóòà, E(t) âñåãäà ëåæèò âû-
øå ñòàðåþùåé ôóíêöèè P(t);

(4) Λ(t) < λt äëÿ âñåõ t < t* è Λ(t) >λt äëÿ âñåõ t > t* — P(t)

ïåðåñåêàåò â òî÷êå t* ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ñâåð-
õó âíèç, ïðè÷åì òàêîå ïåðåñå÷åíèå âîçìîæíî ëèøü îä-
íàæäû.

Èçáåãàÿ ñêó÷íûõ ñòðîãèõ ðàññóæäåíèé, ìû çäåñü ôàêòè÷åñêè
ïðèáåãëè ê äðåâíåãðå÷åñêîìó ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà: ñìîòðè
÷åðòåæ.

Èòàê, ñòàðåþùàÿ ôóíêöèÿ P(t) ïåðåñåêàåò ýêñïîíåíöèàëü-
íóþ ôóíêöèþ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïðè÷åì åñëè òàêîå ïåðåñå÷å-
íèå ïðîèñõîäèò â ìîìåíò t*, òî ïðîèñõîäèò ñâåðõó âíèç, ò. å.

P(t) =  (5.15)

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü òîëüêî òðè âèäà îòíîøåíèé ìåæäó
ñòàðåþùèì è ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿìè, êîòîðûå
ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.6.

Äëÿ âñÿêîãî ñòàðåþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèÿ Λ(t) =
= – lnP(t) âûïóêëà, ò. å. ìîæíî çàïèñàòü*:

 =  ln '   ïðè t º ×. (5.17)

Ïîäñòàâèâ P(0) = 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

'    ïðè t º ×. (5.18)

* Ñìûñë çíàêà ' çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðåäøåñòâóþùåå åìó âûðà-
æåíèå óìåíüøàåòñÿ.

l exp(–λt) äëÿ t m t*,
m exp(–λt) äëÿ t l t*.

t0

P(t)

1

Э�споненциальное

Стареющее
типа (2)

Стареющее
типа (3)

Стареющее
типа (1)

Рис. 5.6

t

Λ(t)

0

e–Λt

t*

(1)

(3)

(2)

(4)

Рис. 5.5

ln P t( ) – ln P 0( )
t – 0

------------------------------------------------ 1
t
--- P t( )

P 0( )
-------------

P t( )t
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96 Глава 5. Стареющие элементы и системы

Ýòî îçíà÷àåò, íàïðèìåð, ÷òî åñëè äëÿ ñòàðåþùåé ñèñòåìû ìû
çíàåì íåêîòîðîå çíà÷åíèå P(t), òî ïðè âñÿêîì γ > 1 èìååò ìåñòî
P(γt) < [P(t)] γ. Òîãäà ïðè âñåõ x > t ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

P(x) m [P(t)]x/t. (5.19)

Íà ïðàêòèêå íåðàâåíñòâî (5.19) èãðàåò âàæíóþ ðîëü: åñëè ìû
çíàåì çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû äëÿ íåêîòîðîãî
ìàëîãî t, òî ëåãêî íàéòè ãàðàíòèðîâàííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ
áîëüøåãî èíòåðâàëà âðåìåíè.

Граница для вероятности безотказной работы
по результатам испытаний на начальном участке

Â ðÿäå ñëó÷àåâ îòíîñèòåëüíî áîëüøàÿ ïàðòèÿ ýëåìåíòîâ ìîæåò
áûòü èñïûòàíà â òå÷åíèå êîðîòêîãî âðåìåíè. Âû÷èñëåííîå çíà÷å-
íèå èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ïðèíèìàåòñÿ êàê èñòèííîå. Íàñêîëü-
êî ñïðàâåäëèâî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå, åñëè íà îñíîâàíèè çäðàâî-
ãî ñìûñëà èëè íàáëþäåíèé íàä àíàëîãàìè èçâåñòíî, ÷òî ðàñïðå-
äåëåíèå âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà ÿâëÿåòñÿ ñòàðåþùèì?

Äîïóñòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêèõ èñïûòàíèé ïîëó÷åíî çíà÷å-
íèå èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λ, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü íà÷àëüíûì,

λ(0) = , (5.20)

ãäå n — ÷èñëî îòêàçîâ çà âðåìÿ ∆, N — ÷èñëî èñïûòûâàåìûõ
ýëåìåíòîâ, ∆ — äëèòåëüíîñòü èñïûòàíèé.

Ïðåäïîëîæåíèå îá ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ îòêàçîâ (5.20) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìû áóäåì çàâû-
øàòü èñòèííîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû, ïî-
ñêîëüêó ó ðàññìàòðèâàåìîãî ñòàðåþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ïðè t = 0 ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ýêñïîíåíòû, à ïðè t > 0
ôóíêöèÿ P(0) ëåæèò âñþäó íèæå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè
(ñì. ñëó÷àè 2 è 3 íà ðèñ. 5.6).

Конечность моментов

Íà÷àëüíûå ìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ âñÿêîãî ñòàðåþùåãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîíå÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, íà îñíîâàíèè (5.19) äëÿ âñÿêî-
ãî t ìîæíî çàïèñàòü:

xrP(x)dx m xr[(P(t)1/t]xdx = xre–βxdx < xre–βxdx < ×, (5.21)

ãäå (P(t)1/t  îáîçíà÷åíî ÷åðåç e–β.

5.2.3.

n
N∆
---------

5.2.4.

∫
t

×

∫
t

×

∫
t

×

∫
t

×
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97§ 5.3. Последовательная система из стареющих элементов

Èç òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èçâåñòíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå èìååò êîíå÷íûå ìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ, à (5.21) ïîêàçûâà-
åò, ÷òî ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà äëÿ ñòàðåþùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âñåãäà ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñòàðåþùèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èìåþò êîýôôèöèåíò âàðèàöèè ìåíüøèé, ÷åì ýêñïî-
íåíöèàëüíîå.

Границы, выраженные через квантиль

Ïóñòü γp åñòü êâàíòèëü* ðàñïðåäåëåíèÿ P(t), ò. å. Pr{x > γp} = 1 – p.

Âñåãäà ìîæíî íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó (γp, 1 – p). Òàêàÿ

ýêñïîíåíòà áóäåò èìåòü âèä (ðèñ. 5.7)

exp(–αγp) = 1 – p. (5.22)

Òîãäà

P(t) =  (5.23)

ãäå

α = – . (5.24)

Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ: åñëè èçâåñòíî
çíà÷åíèå ÂÁÐ â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t è ñïðàâåäëèâî ïðåäïî-
ëîæåíèå î ñòàðåíèè ýëåìåíòà, òî âíóòðè èíòåðâàëà [0, t] ýêñïîíåí-
òà ñ ïîêàçàòåëåì α, îïðåäåëåííîì â (5.24), áóäåò ãàðàíòèðîâàííîé
íèæíåé îöåíêîé äëÿ âåðîÿòíîñòè P(t).

§ 5.3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА
ИЗ СТАРЕЮЩИХ ЭЛЕМЕНТОВ

Предварительная лемма

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ îêàæåòñÿ íåîáõîäèìîé
â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè.

* Êâàíòèëü — îäíà èç ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
ïðèìåíÿåìûõ â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé çíà÷åíèå àðãóìåíòà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî óðîâíÿ âåðîÿòíîñòè.

5.2.5.

t

P(t)

0

exp(–αt)

γp

P(t)1

1– p

Рис. 5.7

l exp(–αγp) äëÿ t m γp,

m exp(–αγp) äëÿ t l γp,

ln 1 – p( )
γp

-------------------------

5.3.1.
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Ïóñòü äëÿ ôóíê-
öèé f(x) è g(x) âûïîëíÿþòñÿ óñ-
ëîâèÿ:

✓ ôóíêöèÿ f(x) ìîíîòîííàÿ
îãðàíè÷åííàÿ è íåîòðèöà-
òåëüíàÿ íà âñåé ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè;

✓ ôóíêöèÿ g(x) àáñîëþòíî èí-
òåãðèðóåìà íà âñåé ïîëîæè-
òåëüíîé ïîëóîñè;

✓ ôóíêöèÿ g(x) òàêîâà, ÷òî g(x) l 0 äëÿ x <  a è g(x) < 0 äëÿ
x l a è äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

g(x)dx = 0. (5.25)

Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò (âîçðàñòàåò), òî
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(x)g(x)dx m (l) 0. (5.26)

 Çàïèøåì öåïî÷êó ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

f(x)g(x)dx = f(x)g(x)dx + f(x)g(x)dx m (l) + [ f(x)]g(x)dx +

+ [  f(x)]g(x)dx = f(a) g(x)dx + f(a) g(x)dx = f(a) g(x)dx = 0. 

(5.27)

Ñìûñë ýòîé òåîðåìû ëåãêî ïîíÿòü èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 5.8,
ãäå ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè f(x). Â èñõîä-
íîì èíòåãðàëå ïëîùàäü s1 áåðåòñÿ ñ ìåíüøèì âåñîì, ÷åì ïëî-
ùàäü s2.

Вероятность безотказной работы

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñèñòåìó èç n ýëåìåíòîâ. Ïåðåíóìå-
ðóåì ýòè ýëåìåíòû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ñðåäíåãî âðå-
ìåíè äî îòêàçà: T1 m T2 m ... mTn. Â ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñèñòåì èç

ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ãðàíèöû ÂÁÐ, áàçè-
ðóþùèåñÿ íà àíàëîãè÷íûõ ãðàíèöàõ äëÿ ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ.

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Íèæíÿÿ îöåíêà ÂÁÐ äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà, êàê áûëî ïîêàçàíî, îïðåäåëÿåòñÿ ïî (5.6). Òîãäà íèæ-

x0

s1

a

s2g(x)

f(x)

f(x), g(x)

Рис. 5.8

ЛЕММА.

∫
0

×

∫
0

×

Доказательство.

∫
0

×

∫
0

a

∫
a

×

∫
0

a

0mxma
max

∫
a

×

0mxma
min ∫

0

a

∫
a

×

∫
0

×

5.3.2.
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íÿÿ ãðàíèöà ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû Ðñèñò(t) îïðåäåëèò-
ñÿ êàê

ñèñò(t) =  (5.28)

ãäå Ei(t) = exp( – t/Ti), à Ti — ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû
i-ãî ýëåìåíòà. Íà ðèñ. 5.9 ïðèâåäåíî ïîÿñíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ n = 3.

Âîñïîëüçîâàâøèñü (5.6), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå íèæíåé
ãðàíèöû ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû èç ñòàðåþùèõ ýëåìåí-
òîâ êàê

ñèñò(t) l  (5.29)

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Èñïîëüçóÿ âåðõíþþ ãðàíèöó ÂÁÐ
ñòàðåþùåãî ýëåìåíòà (5.11), ìîæíî ïîñòðîèòü âåðõíþþ ãðàíè-
öó ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç n íåçàâèñèìûõ
ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ. Èçáåãàÿ îáùèõ ðàññóæäåíèé, ïðîäåìîí-
ñòðèðóåì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ýòîé ãðàíèöû ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 5.10).

P
E(t) = Ei(t) äëÿ t m Ti,

0 äëÿ t > Ti,

Π
n

i = 1 1 m i m n
min

1 m i m n
min

t

P1(t)

1

0

t

P2(t)

1

0

t

P3(t)

1

0

t

P*(t)

1

0

T1

Tmin

E1(t)

E2(t)

T2

T3

E3(t)

E*(t)

Рис. 5.9

t

P1(t)

1

0

t

P2(t)

1

0

t

P3(t)

1

0

t

P*(t)

1

0

T1

T2

T3

T3T2T1

Рис. 5.10

P
exp(–tΣ(Ti)

–1) äëÿ t < Tmin,

0 äëÿ t l Tmin.
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Âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû çàïèøåòñÿ â
âèäå

(t) = i(t). (5.30)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.11) â (5.30) íàõîäèì, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà
ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû èç ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

P(t) m (t) =  (5.31)

çäåñü ωk çàâèñÿò îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòîâ óñå÷åíèÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíûõ ôóíêöèé è íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé òèïà (5.10).

Ê ñîæàëåíèþ, ýòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà ÂÁÐ ïîñëåäîâàòåëüíîé
ñèñòåìû îáëàäàåò òåìè æå íåäîñòàòêàìè, ÷òî è (5.11). Åùå ðàç çà-
ìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèé èíòåðåñ íèæíÿÿ
ãðàíèöà, äàþùàÿ ãàðàíòèðîâàííîå çíà÷åíèå ÂÁÐ ñèñòåìû.

Åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ αi = λi(0) — èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ
ýëåìåíòîâ, âû÷èñëåííûå äëÿ ìàëûõ t, – òî ìîæíî çàïèñàòü âûðà-
æåíèå âåðõíåé ãðàíèöû ÂÁÐ ñèñòåìû â âèäå

Pñèñò(t) m exp (–αi t) = exp –t αi . (5.32)

Среднее время работы до отказа

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ñðåäíåãî âðåìå-
íè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ
èç ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû: îíà íå ìîæåò áûòü íà-
äåæíåå íàèìåíåå íàäåæíîãî èç ñâîèõ ýëåìåíòîâ, ò. å.

Pñèñò(t) m Pk(t). (5.33)

Îòñþäà ñëåäóåò:

Tñèñò m Pi(t)dt = Ti. (5.34)

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòîì ëåììû (5.3.1). Ïîêàæåì, ÷òî çàìåíà ëþ-
áîãî ñòàðåþùåãî ýëåìåíòà íà ýëåìåíò ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âðåìåíè äî îòêàçà ñ òåì æå ñðåäíèì âåäåò ê óìåíü-
øåíèþ ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîé

P Π
n

i = 1
P

P

1 äëÿ t m T1,

exp(–ω1t) äëÿ T1 m t m T2,

exp[-(ω1t + ω2t)] äëÿ T2 < t m T3,

................................................

exp – ωit äëÿ t l Tn;
 

 
 ∑

n

i = 1



Π
n

i = 1

 

 
 ∑

n

i = 1



5.3.3.

1 m i m n
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1 m i m n
min ∫
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×
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ñèñòåìû. Äîïóñòèì, ÷òî n-é ñòàðåþùèé ýëåìåíò ñèñòåìû çàìå-
íåí íà ýëåìåíò ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Âû÷èñëèì
ïðèðàùåíèå â çíà÷åíèè ñðåäíåãî âðåìåíè:

∆ = Pi(t)dt – exp(–t/Tn) Pi(t)dt =

= [Pn(t) – exp(–t/Tn)] Pi(t)dt. (5.35)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Pn(t) ïåðåñåêàåò exp(–t/Tn) îäèí ðàç,

ïðè÷åì ñâåðõó, à ñðåäíèå èõ ðàâíû ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêöèÿ

Pn(t) – exp(–t/Tn) (5.36)

ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè g(x) ëåììû. Â òî æå ñàìîå âðåìÿ ôóíêöèÿ
ΠPi(t) ñîîòâåòñòâóåò óáûâàþùåé ôóíêöèè f(x) â òîé æå ëåììå. Òà-

êèì îáðàçîì, çàìåíà ñòàðåþùåãî ýëåìåíòà íà ýëåìåíò ñ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì óìåíüøàåò çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè
ðàáîòû äî îòêàçà ñèñòåìû â öåëîì, ïîñêîëüêó â (5.35) ïðèðàùåíèå
∆ < 0. Ïðîèçâîäÿ ïîäîáíûå ïîäñòàíîâêè ñèñòåìàòè÷åñêè, ïðèäåì ê
íèæíåé ãðàíèöå äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû:

ñèñò l exp – dt = exp –t dt = . (5.37)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åí îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò: ñðåäíåå
âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé
èç n íåçàâèñèìûõ ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ ñ èçâåñòíûìè ñðåäíè-
ìè, çàêëþ÷åíî â ãðàíèöàõ:

 m Tñèñò m Ti. (5.38)

§ 5.4. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ

Вероятность безотказной работы

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Çàïèøåì âûðàæåíèå âåðîÿòíîñòè îò-
êàçà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû:

Qñèñò = Qi(t). (5.39)

Ïîñòðîèì íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ (5.39), ÷òî, åñòåñòâåííî, ïî-
çâîëèò íàéòè âåðõíþþ ãðàíèöó ÂÁÐ. Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû â
òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå T1 < T2 < ... < Tm,
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102 Глава 5. Стареющие элементы и системы

ãäå Tk — ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà k-ãî ýëåìåíòà. Çàìåòèì,

÷òî äëÿ ýëåìåíòà ñ íàèáîëüøèì ñðåäíèì âðåìåíåì áåçîòêàçíîé
ðàáîòû, ò. å. m-ãî ýëåìåíòà, ïðè âñåõ t < Tm âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Pm(t) = 1, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, Qm(t) = Qñèñò(t) = 0. Äëÿ tlTm âñå

Qi(t) = 1 – exp(–ωit), ãäå ïàðàìåòðû ωi îïðåäåëåíû êàê ω2 â (5.10).

Òàêèì îáðàçîì, íèæíÿÿ ãðàíèöà Qñèñò âåðîÿòíîñòè îòêàçà ïàðàë-

ëåëüíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç m íåçàâèñèìûõ ñòàðåþùèõ ýëå-
ìåíòîâ, èìååò âèä

Qñèñò(t) =  (5.40)

Çäåñü ïî-ïðåæíåìó ωi îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (5.10).

Åñòåñòâåííî, ÷òî (5.40) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåé âåðõíåé ãðà-
íèöå ÂÁÐ:

ñèñò(t) =  (5.41)

Ìîæíî îïÿòü îòìåòèòü, ÷òî âåðõ-
íÿÿ îöåíêà äëÿ ïàðàëëåëüíîé ñèñòå-
ìû ïðàêòè÷åñêè íå èíòåðåñíà, òàê
êàê äëÿ âðåìåí, ìåíüøèõ íàèáîëü-
øåãî èç ñðåäíèõ âðåìåí áåçîòêàçíîé
ðàáîòû ýëåìåíòîâ, îíà òðèâèàëüíà è
íåèíôîðìàòèâíà.

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. ×òîáû
íàéòè íèæíþþ ãðàíèöó ÂÁÐ ïàðàë-
ëåëüíîé ñèñòåìû, íàéäåì ñíà÷àëà
âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ âåðîÿòíîñòè
îòêàçà. Îáðàòèìñÿ îïÿòü ê ôîðìóëå
(5.39) è âîñïîëüçóåìñÿ ðèñ. 5.11, êî-
òîðûé ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå,
çåðêàëüíûì ê ðèñ. 5.9.

Íà ýòîì ðèñóíêå äàí ïðèìåð ñèñ-
òåìû, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ýëåìåíòîâ.
Ïåðâûå òðè ãðàôèêà ñîîòâåòñòâóþò
ýêñïîíåíöèàëüíûì ôóíêöèÿì, óñå-
÷åííûì â òî÷êàõ T1, T2 è T3. Ðåçóëü-

òèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ ïðîèçâå-
äåíèþ òðåõ âåðõíèõ, ïðåäñòàâëåíà

0 äëÿ t m Tm,

[1 – exp(–ωit)] äëÿ t > Tm.Π
m

i = 1

P
1 äëÿ t m Tm,

1 – [1 – exp(–ωit)] äëÿ t > Tm.Π
m

i = 1

t

Q1(t)

1

0

t

Q2(t)

1

0

t

Q3(t)

1

0

t

Q*(t)

1

0

T1
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Tmin

1 – E1(t)

1 – E2(t)

1 – E3(t)

Рис. 5.11
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103§ 5.4. Параллельные системы

íà íèæíåì ãðàôèêå. Îíà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íèæíþþ ãðàíèöó
äëÿ âåðîÿòíîñòè îòêàçà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû. Èç ðèñóíêà âèä-
íî, ÷òî ïðè t > T3 = Tmax äëÿ âåðîÿòíîñòè îòêàçà ñèñòåìû èìååì

Qñèñò(t) = 1, ïîýòîìó íèæíÿÿ ãðàíèöà ÂÁÐ ñèñòåìû íà òîì æå èí-

òåðâàëå âðåìåíè ñèñò (t) = 0. Èç òîãî æå ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî íà

èíòåðâàëå âðåìåíè t m T1 âåðõíÿÿ ãðàíèöà âåðîÿòíîñòè îòêàçà

ðàâíà ñèñò = [1 – exp(–t/T1)]•[1 – exp(–t/T2]•[1 – exp(–t/T3)], íà

èíòåðâàëå T1 < t m T2 ýòà ãðàíèöà ðàâíà ñèñò = [1 – exp(–t/T2)] ×
× [1 – exp(–t/T3) è, íàêîíåö, íà èíòåðâàëå T2 < t m T3 îíà ðàâíà

ñèñò = 1 – exp(–t/T3).

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì

ñèñò(t) =  (5.42)

Èç ýòîãî ñëåäóåò âûðàæåíèå íèæíåé ãðàíèöû ÂÁÐ ïàðàëëåëüíîé
ñèñòåìû:

ñèñò(t) =  (5.43)

Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå
íèæíèå (ò. å. ãàðàíòèðîâàííûå) ãðàíèöû ÂÁÐ êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîé, òàê è ïàðàëëåëüíîé ñèñòåì äîñòàòî÷íî èíôîðìàòèâíû.

Среднее время работы до отказа

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА. Ýòà ãðàíèöà äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ÂÁÐ ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû
íå íèæå ÂÁÐ ëþáîãî, äàæå ñàìîãî íàäåæíîãî, åå ýëåìåíòà, ò. å.

Tñèñò = 1 – Qi(t) ]dt l [1 – Qi(t)]dt =

= Pi(t) = Tmax. (5.44)
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104 Глава 5. Стареющие элементы и системы

ВЕРХНЯЯ ГРАНИЦА. Ïðè ïîñòðîåíèè âåðõíåé ãðàíèöû
ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëåììîé, ñôîðìóëèðîâàííîé â 5.3.1. Îïÿòü ïåðåíóìåðóåì ýëåìåí-
òû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå T1 < T2 < ... < Tm. Çàïèøåì

âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû â âèäå

Tñèñò = 1 – Qi(t) dt. (5.45)

Çàìåíèì n-é ñòàðåþùèé ýëåìåíò íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ñ
òåì æå ñðåäíèì è ïðîâåðèì çíàê ðàçíîñòè

∆ = 1 – Qi(t) dt – 1 – [1 – exp(–t/Tn)]• Qi(t) dt =

= 1 – Qi(t)  – 1 – [1 – exp(–t/Tn)]• Qi(t) dt =

= [1 – exp(–t/Tn)]• Qi(t) – Qi(t) dt =

= Qi(t)•{[1 – exp(–t/Tn)] – Qn(t)}dt =

= Qi(t)•{[Pi(t) – exp(–t/Tn)]}dt. (5.46)

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå
äâóõ ñîìíîæèòåëåé: ïåðâûé åñòü ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòåé îò-
êàçà, ò. å. âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, à âòîðîé — ðàçíîñòü,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ëåììû íà ôóíêöèþ g(t). Â ñîîòâåòñò-
âèè ñ ëåììîé, âåëè÷èíà ∆ îòðèöàòåëüíà, ýòî çíà÷èò, ÷òî çàìåíà
ñòàðåþùåãî ýëåìåíòà íà ýëåìåíò ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ýêñïîíåí-
öèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì óâåëè÷èâàåò ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû ñèñòåìû.

Èñïîëüçóÿ ïîäîáíóþ ïîäñòàíîâêó ñèñòåìàòè÷åñêè, ïðèäåì ê
îêîí÷àòåëüíîìó ðåçóëüòàòó:

Tñèñò m 1 – 1 – exp(–t/Ti) dt =

=  exp(–t/Ti)dt – exp(–t/Ti)exp(–t/Tj)dt + ... +

+ (–1)m + 1 exp(–t/Ti)dt, (5.47)

÷òî â ðåçóëüòàòå äàåò æåëàåìóþ îöåíêó ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëîâ.
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105§ 5.5. Границы для коэффициента интервальной готовности

Èòàê, ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ñèñòå-
ìû, ñîñòîÿùåé èç m íåçàâèñèìûõ ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ, èìååò
ñëåäóþùèå ãðàíèöû:

Ti m Tñèñò m Ti –  +  + ... +

+ (–1)m + 1 . (5.48)

§ 5.5. ГРАНИЦЫ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТА
ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ

Êàê óæå áûëî îïðåäåëåíî, êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñ-
òè åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåðîÿòíîñòåé: âåðîÿòíîñòè çàñòàòü ñèñ-
òåìó â ñîñòîÿíèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè (êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè) è âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíî ïðîðà-
áîòàòü ñ ýòîãî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà â òå÷åíèå òðåáóåìîãî
âðåìåíè t0. Ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè íå çàâèñèò îò

ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè, íî òàêîâàÿ çà-
âèñèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíî ïðîðàáîòàòü ñ
ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà. Ïîýòîìó ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî íàéòè
åå ãðàíèöû.

Èç òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå îñòàòî÷íîãî âðåìåíè R(t) ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü âûðà-
æåíèåì

R(t0) = P(t)dt, (5.49)

â êîòîðîì P(t) åñòü ÂÁÐ, ò. å. ôóíêöèÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ, T åñòü ñðåäíåå, a t0 — çàäàííîå âðåìÿ âûïîë-

íåíèÿ ñèñòåìîé ñâîèõ îïåðàöèé.
Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé èç 5.3.1. Åå ëåãêî ìîäèôèöèðî-

âàòü, ââåäÿ â êà÷åñòâå f(x) ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ, èìåþùóþ ñêà÷îê
â òî÷êå t0. Ïóñòü ôóíêöèÿ g(x) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà, g(x) l 0

ïðè x < a è g(x) m 0 ïðè x l a, à òàêæå g(x)dx = 0. Òîãäà èìååì

g(x)dx < 0. (5.50)

Ðàññìîòðèì îïÿòü ôóíêöèè: P(t) äëÿ ñòàðåþùåãî, G(t) —
âûðîæäåííîãî è E(t) — ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèé. Âîçü-
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106 Глава 5. Стареющие элементы и системы

ìåì ñíà÷àëà ôóíêöèþ g1(x) = P(t) – G(t) è ïðèìåíèì ê íåé ìîäè-

ôèöèðîâàííóþ ëåììó:

[P(t) – G(t)]dx < 0 ^ P(t)dx < G(t)dx. (5.51)

Çàòåì âîçüìåì ôóíêöèþ g2(x) = P(t) – G(t), äëÿ êîòîðîé

[E(t) – P(t)]dx < 0 ^ E(t)dx < P(t)dx. (5.52)

Èç (5.41) è (5.42) ñëåäóåò:

G(t)dx < P(t)dx < E(t)dx. (5.53)

Ïîñêîëüêó G(t)dt = T – t0 è E(t)dt = exp(–t/T)dt, ïîñëå ïîä-

ñòàíîâêè ýòèõ çíà÷åíèé â (5.53) ïîëó÷àåì

T – t0 < P(t)dt < T exp(t0). (5.54)

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü îêîí÷àòåëüíî íåðàâåíñòâà äëÿ
(5.49) â âèäå

1 – t0/T < R(t0) < exp(–t0/T). (5.55)

Ïðè t0 > T ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà îáðàùàåòñÿ â íóëü.
Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ãðàíè÷íûå îöåíêè ñòàöèîíàðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî âðåìåíè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü õî-
ðîøèìè îñîáåííî äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì; ïðè ýòîì ñïðà-
âåäëèâî ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

R(t0) d (1 – t0/T). (5.56)

Ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè ñîñòàâ-
ëÿåò R*(t) = KR(t); çäåñü K — ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò ãîòîâ-
íîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì íàïèñàòü ïðè-
áëèæåííîå âûðàæåíèå â âèäå

R*(t0) d 1 – 1 –  d 1 – ; (5.57)

â (5.57) ÷åðåç τ îáîçíà÷åíî ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ.
Ïî ñâîåìó êà÷åñòâó äàííûå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû êîýô-

ôèöèåíòà èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè, ðàâíî êàê è ïðèáëèæåíèå,
ïîëó÷åííîå ñ èõ ïîìîùüþ, ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè è øèðîêî èñ-
ïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå.
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∫
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∫
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∫
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∫
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∫
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∫
t0

×

∫
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∫
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107§ 6.1. Одиночный элемент

Глава 6

Эвристические методы
расчета надежности

Разработаны строгие асимптотические методы анализа
высоконадежных систем. Однако эти методы зачастую
слишком сложны, а потому не часто используются в повсе!
дневной инженерной практике. Предлагаются эвристиче!
ские методы расчета надежности, которые дают приемле!
мые для практики результаты.

§ 6.1. ОДИНОЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ

Ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îäèíî÷íîãî âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëå-
ìåíòà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå альтернирующего процесса:
÷åðåäóþùèõñÿ èíòåðâàëîâ ðàáîòû ξ è ïðîñòîÿ η, èìåþùèõ ïðî-
èçâîëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ F(t) è G(t), ñîîòâåòñòâåííî. Íà ïðàêòè-
êå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ âûñîêîíàäåæíûå âîññòàíàâëèâàå-
ìûå ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

 n 1. (6.1)

Â ýòîì ñëó÷àå àëüòåðíèðóþùèé ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ôóíê-
öèîíèðîâàíèå âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåí êàê ïîòîê î÷åíü óçêèõ èìïóëüñîâ èíòåðâàëîâ ïðîñòîÿ
ηk, ðàçäåëåííûõ áîëüøèìè èíòåðâàëàìè íàðàáîòêè ìåæäó îòêà-
çàìè, ξk (ðèñ. 6.1).

ξ1 ξ2 ξ3
t

η1 η2 η3

От�аз

Работа

η4 η5

ξ4 ξ5

Рис. 6.1

E η( )
E ξ( )
------------
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108 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

Îáîçíà÷èì ñðåäíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷å-
ðåç T = E{ξ} è τ = E{η} è çàïèøåì îñíîâíûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñ-
òè âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà.

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ ýëåìåíòà íà èíòåðâàëå
âðåìåíè [0, t0] ðàâíà

P(t0) = 1 – F(t0). (6.2)

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ K äëÿ âûñîêîíàäåæíîãî âîñ-
ñòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà ìîæíî çàïèñàòü ïðèáëèæåííî â âèäå

K =  d 1 – . (6.3)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ, âîñïîëüçîâàâ-
øèñü ðåçóëüòàòîì (5.57), ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(t0) d K exp –  d 1 – • 1 – , (6.4)

èëè îêîí÷àòåëüíî

R(t0) d 1 – . (6.5)

Èòàê, äëÿ îäèíî÷íîãî ýëåìåíòà íèêàêèõ íîâûõ ðåçóëüòàòîâ íå
ïîëó÷åíî, îäíàêî äàíî îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, óäîáíîå äëÿ
äàëüíåéøèõ âûâîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà
àíàëèçà ñèñòåì ñ âîññòàíîâëåíèåì.

§ 6.2. ПРЕДЕЛЬНАЯ ТЕОРЕМА О СУПЕРПОЗИЦИИ ПОТОКОВ

Общее описание
регенерирующих точечных случайных процессов

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó îòêàçàìè
îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ âî ìíîãî ðàç áîëüøå èíòåðâàëà âîññòàíîâëå-
íèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè, ïîýòîìó äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ íàäåæíîñòè,
ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñòåì, ìîæíî óñëîâ-
íî ðàññìàòðèâàòü îòêàçû êàê òî÷êè íà âðåìåííîé îñè. Â ýòîì ñëó-
÷àå óäàåòñÿ ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò òåî-
ðèè ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ, â ÷àñòíîñòè ïðåäåëüíóþ òå-
îðåìó î ñóïåðïîçèöèè ïîòîêîâ*.

* Îñíîâíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà ðóññêèìè ìàòåìàòèêà-
ìè À. ß. Õèí÷èíûì è Ã. À. Îñîñêîâûì. Îáîáùåíèå èõ òåîðåìû áûëî
ïîçäíåå ïîëó÷åíî ëèòîâñêèì ìàòåìàòèêîì Á . È .Ãðèãåëèî-íèñîì.

T
T  + τ
--------------- τ

T
----

 

 
 t0

T
----- 

  

 
 τ

T
---- 

  

 
 t0

T
----- 



τ  + t0

T
----------------
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109§ 6.2. ПредельнаЯ теорема о суперпозиции потоков

Случайным точечным процессом называется поток точечных событий,
которые происходят через случайные интервалы времени.

Â îáùåì ñëó÷àå ýòè èíòåðâàëû ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè, îäíà-
êî äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî регенерирующие точечные
процессы*, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûå èíòåðâàëû ìåæäó ñîáûòèÿìè
âçàèìíî íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Òàêîé òèï ñëó-
÷àéíûõ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ íàèáîëåå èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ â
òåîðèè íàäåæíîñòè.

Ðàäè óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü
òåðìèí îòêàç, à íå ñîáûòèå.

Ïóñòü îäíîâðåìåííî íàáëþäàåòñÿ íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ òî÷å÷-
íûõ ïîòîêîâ. Ñóïåðïîçèöèåé òî÷å÷íûõ ïîòîêîâ íàçûâàåòñÿ íî-
âûé ñëó÷àéíûé òî÷å÷íûé ïîòîê, êîòîðûé âêëþ÷àåò âñå ñîáûòèÿ
èñõîäíûõ ïîòîêîâ. Ïðîöåäóðà ñóïåðïîçèöèè ìîæåò áûòü ïîÿñíå-
íà ãðàôè÷åñêè ñ ïîìîùüþ ðèñ. 6.2.

Суперпозиция пуассоновских потоков

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñóïåðïîçèöèþ êîíå÷íîãî ÷èñëà n ïóàññîíîâ-
ñêèõ ïîòîêîâ ñ ïàðàìåòðàìè, ñîîòâåòñòâåííî, λ1, λ2, ... , λn â ïðî-

èçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t. Äëÿ k-ãî ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà
ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà äî î÷åðåäíîãî
îòêàçà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λk,

ïîñêîëüêó ñëó÷àéíîå îñòàòî÷íîå âðåìÿ ðàáîòû, ζk, èìååò òî æå

* Â îòå÷åñòâåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ðåãåíåðèðóþùèå ïðî-
öåññû ÷àùå íàçûâàþòñÿ процессами восстановления. Ìû ñòàðà-
ëèñü â êíèãå ïî íàäåæíîñòè èçáåæàòü òåðìèíîëîãè÷åñêîãî êîíôëèê-
òà ìåæäó ñëó÷àéíûì òî÷å÷íûì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ è ÷èñòî
ôèçè÷åñêèì ïðîöåññîì âîññòàíîâëåíèÿ, ñîñòîÿùèì â ïðîâåäåíèè
âîññòàíîâèòåëüíûõ ðàáîò ñ îòêàçàâøèì îáúåêòîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â
äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí регенерирующий процесс.

t

1-й пото�

Результирующий пото�

2-й пото�

n-й пото�

0

Рис. 6.2

6.2.2.
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110 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà.
Ïîÿâëåíèå ïåðâîãî îòêàçà â ðåçóëüòèðóþùåì ïîòîêå ñîîòâåòñòâó-
åò ïîÿâëåíèþ ñàìîãî ðàííåãî îòêàçà èç âñåõ n îáðàçóþùèõ åãî
ïîòîêîâ. Êàê èçâåñòíî, ðàñïðåäåëåíèå ìèíèìóìà ýêñïîíåíöèàëü-
íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì:

P ζk > x  = P{ζ1 > x, ζ2 > x, ..., ζn > x} =

= P{ζk > x} = . (6.6)

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü

P ζk >x  = exp –x λk . (6.7)

Òàêèì îáðàçîì, ñóïåðïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïóàññî-
íîâñêèõ ïîòîêîâ ïîðîæäàåò ïóàññîíîâñêèé æå ïîòîê.

Суперпозиция произвольных регенерирующих потоков

Ñóïåðïîçèöèÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåãåíåðèðóþùèõ òî÷å÷-
íûõ ïðîöåññîâ ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿ ê ïóàñ-
ñîíîâñêîìó ïîòîêó.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûì è îïóñêàåòñÿ.

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ýòîò ôàêò ìîæåò áûòü îáúÿñíåí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Åñëè ïîòîêè âîññòàíîâëåíèÿ èìåþò íåïðåðûâ-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî èõ ñóïåðïîçèöèÿ íå ìîæåò ïðèîáðåñòè
ñâîéñòâî íåîðäèíàðíîñòè, ò. å. ñîâïàäåíèå ñîáûòèé èëè îáðàçîâà-
íèå òî÷åê êîíäåíñàöèè íåâîçìîæíî. Ñóïåðïîçèöèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ èñõîäíûõ ïðîöåññîâ íå ìîæåò ïðèâåñòè ê îáðàçîâàíèþ íå-
ñòàöèîíàðíîãî ðåçóëüòèðóþùåãî ïðîöåññà.

Íàêîíåö, åñëè ó÷àñòâóþùèå â ñóïåðïîçèöèè ïîòîêè íåçàâèñè-
ìû è âíîñÿò â íåãî ðàâíîìåðíî ìàëûé âêëàä, òî ïðè áîëüøîì
÷èñëå ñóììèðóåìûõ ïîòîêîâ ðåçóëüòèðóþùèé ñîñòîèò èç ïðàêòè-
÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

Áîëåå ñòðîãîå ðàññóæäåíèå äëÿ ñóïåðïîçèöèè ïðîèçâîëüíûõ
ïîòîêîâ, îáðàçîâàííûõ ñòàðåþùèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîêàæåì, ÷òî âðåìÿ îò ïðî-
èçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå äî ïåðâîãî
îòêàçà ñóïåðïîçèöèè ïîòîêîâ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòè-
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111§ 6.3. Высоконадежная последовательная система

ðóþùèé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Â ãëàâå 5 áûëî ïîêàçàíî,
÷òî îñòàòî÷íîå âðåìÿ ðàáîòû ζ äëÿ âîññòàíàâëèâàåìîãî ýëåìåíòà
èìååò ïðè ìàëûõ t ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó:

1 –  m P{ζ l t} m exp – . (6.8)

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùèì ãðàíèöàì äëÿ ñóïåðïîçèöèè
ïîòîêîâ îòêàçîâ:

1 –  m P{ ζk > x} = P{ζk > x} m

m exp –  = exp –t ; (6.9)

çäåñü ÷åðåç T*  îáîçíà÷åíî T* = (1/Tk) .

§ 6.3. ВЫСОКОНАДЕЖНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА

Ðàññìîòðèì âûñîêîíàäåæíóþ âîññòàíàâëèâàåìóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íóþ ñèñòåìó èç n íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåò-
ñÿ óñëîâèå

 n , (6.10)

â êîòîðîì Ti — ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû i-ãî ýëåìåíòà,

τi — ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñèñòåìû ïîñëå îòêàçà i-ãî ýëå-

ìåíòà.
Ïðîöåññ, îïèñûâàþùèé ôóíêöèîíèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîé

ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ïîòîêîâ èìïóëüñîâ
ïðîñòîÿ åå ýëåìåíòîâ. Ïðèìåð äëÿ n = 3 ïðèâåäåí íà ðèñ .6.3.
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112 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

Ïîñêîëüêó ïîòîêè îòêàçîâ ýëåìåíòîâ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè, à èìïóëüñû ïðîñòîÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ î÷åíü êîðîòêè-
ìè, ýòî ïîçâîëÿåò ïðåíåáðå÷ü âîçìîæíîñòüþ èõ ïåðåêðûòèÿ. Ñî-
ãëàñíî ïðåäåëüíîé òåîðåìå ñóïåðïîçèöèè ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ
ïîòîêîâ ïðè áîëüøèõ n ïîòîê îòêàçîâ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû
áóäåò áëèçêèì ê ïóàññîíîâñêîìó ñ ïàðàìåòðîì

λñèñò = . (6.11)

Âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû áóäåò èìåòü ãèïåðýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå (ñì. Ïðèëîæåíèå 2). Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå ìîæåò
áûòü âû÷èñëåíî êàê ñðåäíåâçâåøåííîå:

τñèñò = λiτi. (6.12)

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé
ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâëåíà â âèäå

P(t0) d exp –t0 . (6.13)

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ К äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòå-
ìû ñ âîññòàíîâëåíèåì ðàâåí

K =  d 1 – λiτi. (6.14)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ îïÿòü, âîñïîëüçî-
âàâøèñü (5.7), ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R(t0) d 1 – λiτi • 1 – t0 λi  d 1 – λi(τi + t0) . (6.15)

 Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ òðåõ òèïîâ:
a, b è c. Èñõîäíûå äàííûå ñâåäåíû â òàáë. 6.1. Äëèòåëüíîñòü çàäàííîé îïåðà-
öèè ñèñòåìû ðàâíà t0 = 2 ÷. Òðåáóåòñÿ íàéòè îñíîâíûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñ-
òè ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû.

 Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ñèñòåìû:

λñèñò = 50•5•10–5 + 50•2.5•10–5 + 100•2•10–5 = 4.75•10–3 [1/÷].

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû:

τñèñò = 4.75•10–3)–1•(50•5•10–5•0.5 +

+ 50•2.5•10–5•1 + 100•2•10–5•0.5) = 0.737 [÷].

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû:

Tñèñò = (4.75•10–3)–1 d 210.5 [÷].

∑
n

i = 1

1
Ti
------

1
λñèñò
------------ ∑

n

i = 1

 

 
 ∑

n

i = 1

1
Ti
------ 



1
1 + λñèñòτñèñò
------------------------------------ ∑

n

i = 1

 

 
 ∑

n

i = 1

  

 
 ∑

n

i = 1

  

 
 ∑

n

i = 1



ПРИМЕР 6.1.

Решение.
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Таблица 6.1

Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

P(2) d 1 – 2•4.75•10–3 = 0,9905.

Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè:

K d 1 – (50•5•10–5•0.5 + 50•2.5•10–5•1 + 100•2•10–5•0.5) = 0.9965.

Êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

R(2) d 0.9905•0.9965 d 0.996.

§ 6.4. ПРЕДЕЛЬНАЯ  ТЕОРЕМА О РАЗРЕЖЕНИИ ПОТОКОВ

Ïðè àíàëèçå íàäåæíîñòè ðåçåðâèðîâàííûõ ñèñòåì âåñüìà ýôôåê-
òèâíî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î ðàçðåæåíèè ïîòîêîâ*.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ïðîèçâîëüíîãî ñëó÷àéíîãî òî÷å÷íîãî
ïîòîêà. Ïðîöåäóðà ðàçðåæåíèÿ ñëó÷àéíîãî ïîòîêà ñîáûòèé ïðîèç-
âîäèòñÿ ïî ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè: ñ âåðîÿòíîñòüþ p ñîáûòèå
èñêëþ÷àåòñÿ èç ïîòîêà, à ñ âåðîÿòíîñòüþ q ñîõðàíÿåòñÿ (ðèñ. 6.4).
Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü çàòåì åùå íåîäíîêðàòíî ïðèìåíå-
íà ê îñòàâøåìóñÿ ïîòîêó ñîáûòèé, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè p è q ìîãóò

îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäûäóùèõ. Ãëàâíîå òðåáîâàíèå, ÷òîáû qk º 0

ïðè N º ×, ãäå N — ÷èñëî îïåðàöèé ðàçðåæåíèÿ.
Åñëè ïðèìåíèòü ïðîöåäóðó ðàçðå-

æåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì, íî ïîâñþäó
ïîñòîÿííûì p ê ïóàññîíîâñêîìó ïîòî-
êó ñ ïàðàìåòðîì λ, òî ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê íå ìåíÿåò
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ èñõîäíî-
ãî ïîòîêà: ïîòîê îñòàåòñÿ ñòàöèîíàð-

* Îñíîâíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà âåíãåðñêèì ìàòåìà-
òèêîì À. Ðåíüè â 40-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Çàòåì ðåçóëüòàò
áûë îáîáùåí ñîâðåìåííûì îòå÷åñòâåííûì ìàòåìàòèêîì Þ. Ê. Áå-
ëÿåâûì.

Òèïû ýëåìåíòîâ a b c

×èñëî ýëåìåíòîâ, ni 50 50 100

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû Ti [÷] 20 000 40 000 50 000

Ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ τ, [÷] 0.5 1 0.5

Π
N

k = 1

t

p p p p p

q q

0
Рис. 6.4
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íûì (âåðîÿòíîñòè p íå ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè), áåç ïîñëåäåéñòâèÿ
(èñêëþ÷åíèå êàêîãî-ëèáî ñîáûòèÿ íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòü èñê-
ëþ÷åíèÿ äðóãèõ ñîáûòèé) è îðäèíàðíûì (ñîáûòèÿ èç ïîòîêà
òîëüêî ëèøü èñêëþ÷àþòñÿ). Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü îçíà÷àåò, ÷òî
âíîâü îáðàçîâàííûé ïîòîê îñòàåòñÿ ïóàññîíîâñêèì, à åãî èíòåí-
ñèâíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé λq.

Ïðèìåíèì îïåðàöèþ ðàçðåæåíèÿ ê ïðîèçâîëüíîìó ñëó÷àéíî-
ìó ïðîöåññó âîññòàíîâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî n ðàç. Ðåçóëüòè-
ðóþùàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ñîõðàíèòñÿ â ïîòîêå ïîñëå
n ðàçðåæåíèé, åñòü

Qn = q1•q2•...•qn.

 Åñëè Qn = q1•q2•...•qn º 0 ïðè n º ×, òî
ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâêè áó-
äåò ñõîäèòüñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ýòà òåîðåìà èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå. Ïî
ñóòè äåëà îíà ïîñòóëèðóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ñëó÷àéíîãî
÷èñëà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ â ïðåäåëå ê ýêñïîíåíöèàëü-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå, åñëè ñëó÷àéíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóì-
ìå èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Íîðìèðîâàíèå âíîâü ïîëó÷àåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñîâåð-
øåííî íåîáõîäèìî âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïðè Qn º 0 ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå èíòåðâàëà ìåæäó îòêàçàìè ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,
ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ íåñîáñòâåííûì. Óìíîæàÿ ñëó÷àé-
íûé èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè íà (Qn)–1, ìû ñîõðàíÿåì ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ïîñòîÿííûì, ðàâíûì íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ.

 Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ âîññòàíîâëå-
íèÿ ñ âåäóùåé ôóíêöèåé F(t). Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ÷åðåç X. Ââåäåì íîðìè-
ðîâàííóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Xν, ðàâíóþ ñóììå ñëó÷àéíîãî
÷èñëà ν ñëàãàåìûõ:

Xν = . (6.16)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé íîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâ-
íî åäèíèöå: E {Xν} = 1. Ïî òîæäåñòâó Âàëüäà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ñóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ ìîæíî
çàïèñàòü:

E Xi  = E{ν} E{X}. (6.17)

ТЕОРЕМА РАЗРЕЖЕНИЯ.

Доказательство.

Xi
i = 1

ν

∑

E Xi
i = 1

ν

∑
 
 
 

-----------------------------

 

 

 ∑

ν

i = 1 
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Âåëè÷èíó E{X} òàêæå ìîæíî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïîëîæèòü
ðàâíîé åäèíèöå. Ïîñêîëüêó ν èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðîì q, çíà÷åíèå E{ν} = 1/q. Òåïåðü (6.16) ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

Xν = q Xi. (6.18)

Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ fν(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Xν:

ϕν(s) = E{ } = E exp –qs Xi  =

= pk – 1q•exp –qs Xi . (6.19)

Çàìåòèì, ÷òî
Pr{ν=k} = qpk – 1. (6.20)

Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü:

ϕν(s) = pk – 1q [ϕ(sq)]k = qϕ(sq) [pϕ(sq)]k = , (6.21)

ãäå ϕ(s) ò F(t)*. Ïðîâåäåì òåïåðü ðÿä ôîðìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

ϕν(s) =  =

=  = . (6.22)

Çàìåòèì, ÷òî f(0) = 1, ïîýòîìó

 ϕ(sq) = 1. (6.23)

Â ðåçóëüòàòå ìîæíî çàïèñàòü

  =  = – ϕ(s) . (6.24)

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ϕ(s)  = –E{X}, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

E{X} = 1, èç (6.22) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàï-
ëàñà â âèäå

ϕν(s) = , (6.25)

* Çíà÷êîì ò ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ïàðíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå îðèãèíàëà ôóíêöèè — çäåñü F — è åå îòîáðàæåíèÿ (îá-
ðàçà) — çäåñü ϕ.

∑
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i = 1

e–sXν
 

 

  

 
 ∑
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i = 1







∑
×
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 ∑

ν

i = 1



∑
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qϕ sq( )
1 – pϕ sq( )
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qϕ sq( )
1 – 1 – q( )ϕ sq( )
-----------------------------------------------

qϕ sq( )
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------------------------------------------------------- ϕ sq( )
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---------------------------  + ϕ sq( )
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q º 0
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q º 0
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1 – ϕ sq( )
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q º 0
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1
1 + s
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ñîîòâåòñòâóþùåå ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1. Íàïîìíèì, ÷òî áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàíåå ìû ïîëàãàëè
E{X} = 1.

Èç ýêñïîíåíöèàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìåæäó îòêàçàìè â ðàç-
ðåæåííîì ïîòîêå ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëüíûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïóàñ-
ñîíîâñêèì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

§ 6.5. ВЫСОКОНАДЕЖНОЕ  ХОЛОДНОЕ  ДУБЛИРОВАНИЕ

Вероятность разрежения для потока отказов

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî îñíîâíîãî — ðàáî-
÷åãî — ýëåìåíòà è îäíîãî ðåçåðâíîãî, íàõîäÿùåãîñÿ â íåíàãðó-
æåííîì ðåæèìå. Ýëåìåíòû ïðåäïîëàãàþòñÿ èäåíòè÷íûìè. Ïðè
õîëîäíîì ðåçåðâå ïîñëå îòêàçà îñíîâíîãî ýëåìåíòà âêëþ÷àåò-
ñÿ çàïàñíîé. Åñëè è ýòîò ýëåìåíò îòêàçûâàåò â òå÷åíèå âðåìåíè
âîññòàíîâëåíèÿ ðàíåå îòêàçàâøåãî, òî ýòî ïðèâîäèò ê îòêàçó ñèñ-
òå-ìû. Åñëè æå âîññòàíîâëåíèå îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà ïðîèñõî-
äèò áåçáîëåçíåííî, òî ñèñòåìà íå çàìå÷àåò ïðîèñøåäøåãî îò-
êàçà ýëåìåíòà, ò. å. ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà ðàçðåæåíèÿ ïîòîêà
îòêàçîâ.

Îáîçíà÷èì ñëó÷àéíîå âðåìÿ ðàáîòû ýëåìåíòà äî îòêàçà ÷åðåç
ξ, à ñëó÷àéíîå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòà ÷åðåç η. Ïóñòü F(t)
åñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, g(t) — ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, à èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàâíû
T è τ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàç
ýëåìåíòà ïåðåðàñòåò â îòêàç ñèñòåìû, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

q = P{ξ < η} = F(t)g(t)dt. (6.26)

Åñëè F(t) åñòü ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1/T, è ïðè ýòîì ñèñòåìà âûñîêîíàäåæíà, ò. å. λτ n 1, òî ìîæ-
íî çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå
ýêñïîíåíòû â ðÿä:

q = [1 – exp(–λt)] g(t)dt =

= λt –  + ...  g(t)dt d λ tg(t)dt + o(λt) = λt, (6.27)

ãäå o(λτ) åñòü âåëè÷èíà ìàëîñòè ïîðÿäêà (λτ)2.

6.5.1.

∫
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∫
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Показатели надежности

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ РАБОТЫ ДО ОТКАЗА. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðå-
ìîé ðàçðåæåíèÿ ñëó÷àéíîãî òî÷å÷íîãî ïîòîêà ñðåäíåå âðåìÿ ðà-
áîòû äî îòêàçà äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ õîëîäíûì ðåçåðâîì
ïðèáëèæåííî ðàâíÿåòñÿ

Tñèñò d , (6.28)

ãäå q îïðåäåëÿåòñÿ ïî (6.27).
Çàìåòèì, ÷òî (6.28) ïîëó÷åíî áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà

âèä ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà. Åñëè ðàñïðåäåëå-
íèå âðåìåíè ðàáîòû ïðèíÿòü ýêñïîíåíöèàëüíûì ñ ïàðàìåòðîì λ
è ïîëîæèòü λτ n 1, òî (6.28) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Tñèñò =  = . (6.29)

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ. Êàê ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû î ðàçðåæåíèè òî÷å÷íîãî ïðîöåññà, ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê îò-
êàçîâ ñèñòåìû ïðè ìàëûõ q ñòàíîâèòñÿ áëèçêèì ê ïóàññîíîâñêî-
ìó, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ÂÁÐ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

P(t0) d exp(–λ2τt0). (6.30)

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ПРОСТОЯ СИСТЕМЫ. Âðåìÿ ïðîñòîÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû çàâèñèò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ è îò òîãî, êàê îñóùåñòâëÿåòñÿ ðåìîíò.
Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìåþòñÿ äâå ðåìîíò-
íûå áðèãàäû, ñïîñîáíûå ðåìîíòèðîâàòü îäíîâðåìåííî îáà îòêà-
çàâøèõ ýëåìåíòà â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

✓ ñëó÷àéíîå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòà ïîä÷èíÿåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñî ñðåäíèì τ;

✓ âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòà ïîñòîÿííî è ðàâíî τ.
Â ëþáîì ñëó÷àå â ìîìåíò îòêàçà ñèñòåìû ðàíåå îòêàçàâøèé

ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå ðåìîíòà, à âíîâü îòêàçàâøèé òîëü-
êî íà÷èíàåò âîññòàíàâëèâàòüñÿ. Åñëè îáîçíà÷èòü ñëó÷àéíîå âðå-
ìÿ ðåìîíòà ýëåìåíòà ÷åðåç η, à îñòàòî÷íîå âðåìÿ ðåìîíòà äëÿ òî-
ãî ýëåìåíòà, êîòîðûé íà ìîìåíò îòêàçà ñèñòåìû ðåìîíòèðîâàëñÿ,
÷åðåç ν, òî ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

τñèñò = min{ξ, ν}. (6.31)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñðåäíåå âðåìÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñèñòåìû ðàâíî

τñèñò = τ/2. (6.32)

6.5.2.

T
q
----

T
λτ
------ 1

λ2τ
---------
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КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ â îáùåì âèäå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå

K = , (6.33)

ãäå Tñèñò è τñèñò îïðåäåëÿþòñÿ ïî (6.29) è (6.32). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ

ÊÃ ïðèáëèæåííî ðàâåí

K d 1 – . (6.34)

Â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû
äî îòêàçà ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

K d 1 – . (6.35)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ ñ èñïîëüçîâàíèåì
(6.30) è (6.35) ìîæíî ïðèáëèæåííî çàïèñàòü êàê

R(t0) d (1 – 0.5 λ2τ2)•(1 – λ2τt0 d 1 – λ2τ(0.5τ + t0). (6.36)

 Äóáëèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñ õîëîäíûì ðåçåðâîì ñîñòîèò èç
äâóõ ïîäñèñòåì. Êàæäàÿ èç ïîäñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ðàññìîò-
ðåííóþ â ïðèìåðå 6.1. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ äàííîãî ïðèìåðà, ÿâëÿþùèåñÿ
ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ ïðèìåðà 6.1, ñâåäåíû â òàáë. 6.2. Äëèòåëüíîñòü çà-
äàííîé îïåðàöèè ñèñòåìû ðàâíà t0 = 2 ÷.

Â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè îáå ïîäñèñòåìû ìîãóò âîññòàíàâëèâàòüñÿ íåçàâè-
ñèìî. Òðåáóåòñÿ íàéòè îñíîâíûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé
äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû.

 Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû:

Tñèñò d [(4.75•10–3)2•0.737]–1 = 60.137 [÷].

Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ñèñòåìû:

λñèñò = 60.137–1 = 1.66•10–5 [1/÷].

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû:

τñèñò = 0.737/2 = 0.369 [÷].

Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

P(2) d 1 – 2•1.66•10–5 d 0.999967.

Таблица 6.2

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû T, [÷] 210.5

Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ λ, [1/÷] 4.75•10–3

Ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ τ, [÷] 0.737

Tñèñò

Tñèñò + τñèñò
---------------------------------

τñèñò

Tñèñò
-------------

λ2τ2

2
-----------

ПРИМЕР 6.2.

Решение.
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Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè:

K d 1 – (1.66•10–5)•0.369) = 0.9999939.

Êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

R(2) d 0,999967•0,9999939 d 0,999961.

§ 6.6. ВЫСОКОНАДЕЖНОЕ  ГОРЯЧЕЕ  ДУБЛИРОВАНИЕ

Разрежение потока отказов.

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì. Îáà
ýëåìåíòà ñèñòåìû èäåíòè÷íû è õàðàêòåðèçóþòñÿ èíòåíñèâíî-
ñòüþ îòêàçîâ λ è ñðåäíèì âðåìåíåì âîññòàíîâëåíèÿ τ. Êàê òîëüêî
âîçíèêàåò îòêàç ëþáîãî ýëåìåíòà, ìãíîâåííî íà÷èíàåòñÿ âîññòà-
íîâëåíèå åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè. Ïåðåêëþ÷åíèå ñ îñíîâíîãî ýëå-
ìåíòà íà ðåçåðâíûé îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêæå ìãíîâåííî. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî îáà ýëåìåíòà ðàáîòàþò íåçàâèñèìî, êàæäûé îáðàçóåò
ñâîé ïîòîê èìïóëüñîâ ïðîñòîÿ, à îòêàçó ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò
ñîâïàäåíèå ýòèõ èìïóëüñîâ (ðèñ. 6.5). Ñèñòåìà îòêàçûâàåò, êîãäà
îáà ýëåìåíòà îêàçûâàþòñÿ â íåðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè.

Îïðåäåëèì èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ òàêîé äóáëèðîâàííîé ñèñ-
òåìû, ðàññìîòðåâ åå êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè. Ñòàöèîíàðíûé ÊÃ
ëþáîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ
èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ λñèñò è ñðåäíåãî âðåìåíè ïðîñòîÿ τñèñò:

Kñèñò =  d 1 – λñèñòτñèñò. (6.37)

Â òî æå âðåìÿ äëÿ òîé æå ñèñòåìû, ïîñêîëüêó îíà ñîñòîèò èç íå-
çàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, ÊÃ ìîæíî ïðåäñòàâèòü è ÷åðåç ÊÃ ýëåìåíòîâ:

Kñèñò = 1 – (1 – K)2 d 1 – λ2τ2. (6.38)

6.6.1.

t0

Второй элемент

Первый элемент

Дублированная
система

Рис. 6.5

1
1 + λñèñòτñèñò
------------------------------------
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Èç (6.37) è (6.38) ëåãêî âûâîäèòñÿ, ÷òî

λñèñò d . (6.39)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ λñèñò íåîáõîäèìî íàéòè ñðåäíåå
âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû τñèñò. Ïîâòîðèâ àðãóìåíòàöèþ, ïðèâåäåí-
íóþ â ñëó÷àå ñ õîëîäíûì äóáëèðîâàíèåì, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ãîðÿ÷èì ðåçåð-
âîì ñîõðàíÿåòñÿ òåì æå, ÷òî áûëî è â ñëó÷àå õîëîäíîãî ðåçåðâà.
Ýòî ïðèâîäèò ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (6.39) ê îêîí÷àòåëüíîé ôîðìóëå

λñèñò d 2λ2τ. (6.40)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé ðàçðåæåíèÿ ñëó÷àéíûõ òî÷å÷íûõ
ïîòîêîâ ðàçðåæåííûé ïîòîê ïðè âûñîêîé ñòåïåíè ðàçðåæåíèÿ
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðèáëèæåííî ïóàññîíîâñêèì. Ýòî ïîçâîëÿåò ëåã-
êî íàõîäèòü ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ñèñòåì, ðàññìàò-
ðèâàåìûå â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Показатели надежности

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì (6.40) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Tñèñò d . (6.41)

ВЕРОЯТНОСТЬ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ, ïîñêîëüêó â ïðîöåññå
ðàçðåæåíèÿ ïîòîê îòêàçîâ ñòðåìèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó, ìîæåò
áûòü âûðàæåí êàê

P(t0) d exp (–2λ2τ t0). (6.42)

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ. Òàê êàê áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî
ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû ðàâíî τ/2, à èíòåíñèâíîñòü îòêà-
çîâ îïðåäåëåíà ÷åðåç (6.40), ÊÃ äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ãîðÿ-
÷èì ðåçåðâîì ïðèáëèæåííî ðàâåí

K d  d 1 – λ2τ2. (6.43)

КОЭФФИЦИЕНТ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ГОТОВНОСТИ â ñîîòâåòñòâèè ñ
(6.42) äëÿ ìàëûõ t0 ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âûðàæåí êàê

R(t0) d (1 – λ2 τt0) (1 – λ2τ2)  d 1 – λ2τ (t0 + τ). (6.44)

 Äóáëèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì ñîñòîèò èç äâóõ
ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ðàññìîòðåííóþ â

λ2τ2

τñèñò
-----------

6.6.2.

1
2λ2τ
-------------

1
1 + λ2τ2
-----------------------

ПРИМЕР 6.3.
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ïðèìåðå 6.1. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòàìè ðå-
øåíèÿ ïðèìåðà 6.1. Îíè ñâåäåíû â òàáë. 6.3. Äëèòåëüíîñòü çàäàííîé îïåðà-
öèè ñèñòåìû t0 ðàâíà 2 ÷. Îáå ïîäñèñòåìû âîññòàíàâëèâàþòñÿ íåçàâèñèìî.
Òðåáóåòñÿ íàéòè îñíîâíûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé äóáëè-
ðîâàííîé ñèñòåìû ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì.

 Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû:

Tñèñò d [2•(4.75•10–3)2•0.737]–1 = 30.1 [÷].

Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ñèñòåìû:

λñèñò = 60.137-1 = 3.32•10–5 [÷].

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû:

τñèñò = 0.737/2 = 0.369 [÷].

Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

P(2) d 1 – 2•3.32•10–5 d 0.999934.

Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè:

K d 1 – (3.32•10–5)•(0.369) d 0.999988.

Êîýôôèöèåíò èíòåðâàëüíîé ãîòîâíîñòè äëÿ îïåðàöèè äëèòåëüíîñòüþ 2 ÷:

R(2) d 0.999934•0.999988 d 0.999922.

§ 6.7. ЭЛЕМЕНТ С ПЕРИОДИЧЕСКИМ КОНТРОЛЕМ
РАБОТОСПОСОБНОСТИ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç åäèíñòâåííîãî
ýëåìåíòà ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåíè ðàáîòû äî îò-
êàçà, èìåþùèì ñðåäíåå, ðàâíîå T. Ýëåìåíò íå èìååò ïîñòîÿííîãî
êîíòðîëÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè, à åãî ñîñòîÿíèå ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïåðè-
îäè÷íîñòüþ θ è çàíèìàåò âðåìÿ δ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ñèñòåìà ïðå-
áûâàåò â íåðàáî÷åì ñîñòîÿíèè. Ïîñëå ïðîâåðêè ñèñòåìà íå îáíîâ-
ëÿåòñÿ, à ïðîäîëæàåò ôóíêöèîíèðîâàíèå ñ òåêóùèìè õàðàêòåðèñ-
òèêàìè íàäåæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå êàæäîãî èíòåðâàëà θ
ñèñòåìà âñåãäà ïðîñòàèâàåò â òå÷åíèå âðåìåíè δ âíå çàâèñèìîñòè

Таблица 6.3

Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû T, [÷] 210.5

Èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ λ[1/÷] 4.75•10–3

Ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ τ, [÷] 0.737

Решение.
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îò òîãî, îòêàçàëà ñèñòåìà â òå÷åíèå ïðåäûäóùåãî èíòåðâàëà θ èëè
íåò (ðèñ. 6.6).

Ïîñëå êàæäîãî îòêàçà âñåãäà íàñòóïàåò èíòåðâàë ñêðûòîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè, êîòîðûé â ñðåäíåì äëèòñÿ θ/2.
Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ýëå-
ìåíòà â ñðåäíåì â òå÷åíèå âðåìåíè τ, êîãäà ñèñòåìà òàêæå ïðî-
ñòàèâàåò. Êîìïîíåíò Ê1 ÊÃ çà ñ÷åò ýòèõ ôàêòîðîâ ïðèáëèæåííî
ðàâåí

K1(θ) d  d 1 – . (6.45)

Êðîìå òîãî, íà êàæäîì öèêëå êîíòðîëÿ êîýôôèöèåíò èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû Ê2 çà ñ÷åò ïðîñòîåâ âî âðåìÿ ïðîâåðîê
ðàâåí

K2(θ) =  d 1 – . (6.46)

Ðåçóëüòèðóþùèé ÊÃ äëÿ ñëó÷àÿ âûñîêîé íàäåæíîñòè ìîæíî
òåïåðü ïðèáëèæåííî âûðàçèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ K1 íà K2:

Kñèñò(θ) d 1 –  1 –  d 1 –  + . (6.47)

 Äëèòåëüíîñòü êàæäîé ïðîâåðêè ñîñòàâëÿåò δ = 0.2 ÷, ñðåäíåå
âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû T = 100 ÷, âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ τ = 2 ÷.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðèîäè÷íîñòü ïðîâåðîê θ, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàëà áû ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå ÊÃ.

 Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (6.47), ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ è ñâåäåì èõ â
òàáë. 6.4.

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû, ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ îïòèìàëüíûì ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîâåäåíèå ïðîâåðîê ÷åðåç 6 ÷ (ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÊÃ âûäåëåíî æèð-
íûì øðèôòîì).

Таблица 6.4

θ 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ÊÃ 0.775 0.87 0.8983 0.91 0.915 0.9167 0.9164 0.915 0.9128
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123§ 6.8. Учет времени переключения при дублировании
с холодным резервом

§ 6.8. УЧЕТ ВРЕМЕНИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ
ПРИ ДУБЛИРОВАНИИ С ХОЛОДНЫМ РЕЗЕРВОМ

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ íåíàãðóæåííûì (õîëîä-
íûì) ðåçåðâîì, ó êîòîðîé ïîäêëþ÷åíèå ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà âìå-
ñòî îòêàçàâøåãî îñíîâíîãî çàíèìàåò âðåìÿ δ. Îáà ýëåìåíòà ìîãóò
âîññòàíàâëèâàòüñÿ îäíîâðåìåííî. Ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ
ðàâíî τ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòîê îòêàçîâ ñèñòåìû áóäåò ïðîèñõîäèòü:

✓ êàæäûé ðàç ïîñëå îòêàçà îñíîâíîãî ýëåìåíòà, ò. å. â ñðåäíåì
÷åðåç T = 1/λ ÷ ñèñòåìà ïðîñòàèâàåò â òå÷åíèå èíòåðâàëà δ
èç-çà ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðåçåðâ;

✓ êàæäûé ðàç ïîñëå îòêàçà îáîèõ ýëåìåíòîâ îäíîâðåìåííî
ñèñòåìà ïðîñòàèâàåò â ñðåäíåì â òå÷åíèå âðåìåíè τ/2, ïîêà
íå áóäåò âîññòàíîâëåí îäèí èç îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàÿ âûñîêîíàäåæíóþ ñèñòåìó, ìû ïðåíåáðåãàåì
âîçìîæíîñòüþ ïåðåêðûòèÿ âî âðåìåíè îáîèõ ñîáûòèé.

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ñîñòàâèòü óñëîâíóþ áëîê-ñõåìó
íàäåæíîñòè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 6.7.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå èäå-
àëüíîé äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ õîëîäíûì ðåçåðâîì è óñëîâíî-
ãî ýëåìåíòà (ïåðåêëþ÷àòåëÿ). Äóáëèðîâàííàÿ ñèñòåìà õàðàêòåðè-
çóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ãîòîâíîñòè

K1 d 1 – 0.5•λ2τ2. (6.48)

Ïåðåêëþ÷àòåëü îòêàçûâàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ îñíîâíîãî ýëåìåí-
òà è õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì ïðîñòîÿ δ, ò. å. åãî ÊÃ, K2, ïðè-
áëèæåííî ðàâåí

K2 d 1 – λδ. (6.49)

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ÊÃ òàêîé
ñèñòåìû â âèäå

Kñèñò d K1K2 d (1 – 0.5•λ2τ2) (1 – λδ) d 1 – λ(0.5•λτ2 + δ). (6.50)

 Ýëåìåíò äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ õî-
ëîäíûì ðåçåðâîì èìååò T = 1000 ÷ è τ = 1 ÷. Ïåðå-
êëþ÷åíèå íà ðåçåðâ çàíèìàåò âðåìÿ δ = 0.01 ÷. Òðåáó-
åòñÿ íàéòè ÊÃ ñèñòåìû.

 Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè ñîñòàâëÿåò

K d 1 – 0.001(0.5•0.001•1 + 0.01) + 0.01) = 0.9999895.

Çàìåòèì, ÷òî ÊÃ äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû áåç ó÷åòà
âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ðàâåí

K d 1 – 0.5•0.0001•0.0001 = 0.9999995,

ò. å. êîýôôèöèåíò ïðîñòîÿ, ïîëó÷åííûé ïî îáû÷íîé
ôîðìóëå äëÿ õîëîäíîãî äóáëèðîâàíèÿ, çàíèæåí ïî
ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîé ôîðìóëîé ïî÷òè â 20 ðàç. Рис. 6.7

Основной
элемент

Резервный
элемент

в нена>руженном
режиме

Пере�лючательПРИМЕР 6.5.

Решение.

2024740v1.fm  Page 123  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



124 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

§ 6.9. УЧЕТ ВРЕМЕНИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ
ПРИ ДУБЛИРОВАНИИ С ГОРЯЧИМ РЕЗЕРВОМ

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ íàãðóæåííûì (ãîðÿ÷èì)
ðåçåðâîì, ó êîòîðîé ïåðåêëþ÷åíèå ñ îòêàçàâøåãî îñíîâíîãî ýëå-
ìåíòà íà ðåçåðâíûé çàíèìàåò âðåìÿ δ. Îïÿòü âîçìîæíî îäíîâðå-
ìåííîå âîññòàíîâëåíèå îáîèõ îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ. Ñðåäíåå âðå-
ìÿ âîññòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà ðàâíî τ. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîòîê îòêàçîâ ñèñòåìû áóäåò ïðîèñõîäèòü:

✓ êàæäûé ðàç ïîñëå îòêàçà îñíîâíîãî ýëåìåíòà, ò. å. â ñðåäíåì
÷åðåç T = 1/λ ÷, ñèñòåìà ïðîñòàèâàåò â òå÷åíèå èíòåðâàëà δ
èç-çà ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðåçåðâ;

✓ êàæäûé ðàç ïîñëå îòêàçà îáîèõ ýëåìåíòîâ îäíîâðåìåííî
ñèñòåìà ïðîñòàèâàåò â ñðåäíåì â òå÷åíèå âðåìåíè τ/2, ïîêà
íå âîññòàíîâèòñÿ îäèí èç åå ýëåìåíòîâ.

Ðàññìàòðèâàÿ âûñîêîíàäåæíóþ ñèñòåìó, ìû ïðåíåáðåãàåì
âîçìîæíîñòüþ ïåðåêðûòèÿ âî âðåìåíè ýòèõ äâóõ ñîáûòèé.

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ìîæíî ñîñòàâèòü óñëîâíóþ áëîê-ñõåìó
íàäåæíîñòè, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 6.8. Çäåñü ìû èìååì ïîñëå-
äîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå èäåàëüíîé äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ ãî-
ðÿ÷èì ðåçåðâîì è óñëîâíîãî ýëåìåíòà (ïåðåêëþ÷àòåëÿ). ÊÃ äóá-
ëèðîâàííîé ñèñòåìû ïðèáëèæåííî ðàâåí

K1 d 1 – λ2τ2. (6.51)

Ïåðåêëþ÷àòåëü îòêàçûâàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ îñíîâíîãî ýëå-
ìåíòà è õàðàêòåðèçóåòñÿ âðåìåíåì ïðîñòîÿ δ, ò. å. åãî ÊÃ ïðèáëè-
æåííî ðàâåí

K2 d 1 – λδ. (6.52)

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ÊÃ
äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû K â âèäå

K d K1K2 d (1 – λ2τ2) (1 – λτ) d

d 1 – λ(λτ2 + δ). (6.53)

 Ýëåìåíò äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû ñ
ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòè-
êè íàäåæíîñòè: T = 1000 ÷ è τ = 1 ÷. Ïåðåêëþ÷åíèå
íà ðåçåðâ çàíèìàåò âðåìÿ δ = 0.01 ÷. Òðåáóåòñÿ íàé-
òè ÊÃ ñèñòåìû.

 Êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè ñîñòàâëÿåò

K d 1 – 0.001(0.001•1 + 0.01) = 0.999989.

Основной
элемент

Резервный
элемент

в на>руженном
режиме

Пере�лючатель

Рис. 6.8

ПРИМЕР 6.6.

Решение.
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125§ 6.10. Неполный контроль основного элемента
дублированной системы с горячим резервом

Çàìåòèì, ÷òî ÊÃ òîé æå äóáëèðîâàííîé ñèñòåìû áåç ó÷åòà âðåìåíè ïåðåêëþ-
÷åíèÿ ñîñòàâèë áû

K d 1 – 0.001•0.001 = 0.999999,

ò. å. êîýôôèöèåíò ïðîñòîÿ çàíèæåí ïî îòíîøåíèþ ê ðåàëüíîìó áîëåå ÷åì
â 10 ðàç.

§ 6.10. НЕПОЛНЫЙ КОНТРОЛЬ ОСНОВНОГО ЭЛЕМЕНТА
ДУБЛИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ С ГОРЯЧИМ РЕЗЕРВОМ

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ âîññòàíîâëåíèåì, ó êîòî-
ðîé îñíîâíîé ýëåìåíò íåïðåðûâíî êîíòðîëèðóåòñÿ òîëüêî íà
α•100%, α < 1, à ðåçåðâíûé ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ãîðÿ÷åì ðå-
æèìå, êîíòðîëèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ è íåïðåðûâíî. Ãîâîðÿ î íåïîë-
íîì êîíòðîëå, ìû èìååì â âèäó, ÷òî ýëåìåíòîì ìîæåò áûòü, êàê
óæå îòìå÷àëîñü, äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ÷àñòü àïïàðàòóðû, âêëþ÷àþ-
ùàÿ â ñâîé ñîñòàâ áîëüøîå ÷èñëî àòîìàðíûõ êîìïîíåíòîâ. Óñ-
ëîâíàÿ áëîê-ñõåìà ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè òàêîé äóáëèðîâàííîé ñèñ-
òåìû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.9.

Ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåç èíòåðâàë θ ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà îñíîâ-
íîãî ýëåìåíòà ïîëíîñòüþ. Ýòî ìîæíî îñóùåñòâèòü, â ÷àñòíîñòè, ïå-
ðåêëþ÷àÿñü íà ðåçåðâíûé ýëåìåíò, ñîñòîÿíèå êîòîðîãî èçâåñòíî
âñåãäà. Ñàìè ïî ñåáå òàêèå ïðîâåðêè íåëüçÿ ïðîâîäèòü ñëèøêîì
÷àñòî, ïîòîìó ÷òî íà êàæäóþ òàêóþ ïðîâåðêó çàòðà÷èâàåòñÿ êîíå÷-
íîå (õîòÿ, âîçìîæíî, è î÷åíü íåáîëüøîå) âðåìÿ, à êðîìå òîãî âñÿ-
êàÿ ïðîâåðêà íàðóøàåò âûïîëíåíèå ñèñòåìîé òåêóùåé îïåðàöèè.

Ïóñòü ýëåìåíòû ñàìè ïî ñåáå èäåíòè÷íû. Ñëó÷àéíîå âðåìÿ ðà-
áîòû äî îòêàçà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì λ, à ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàâíî τ. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî λτ n 1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ñî-
ñòîÿíèè ïðîñòîÿ â äâóõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

(1) íà èíòåðâàëå θ îòêàçûâàåò íåêîíòðîëèðóåìàÿ ÷àñòü îñ-
íîâíîãî ýëåìåíòà, è ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ â ñîñòîÿíèè
ñêðûòîãî îòêàçà;

(2) íà èíòåðâàëå θ îäíîâðåìåííî îêàçûâà-
þòñÿ îòêàçàâøèìè è êîíòðîëèðóåìàÿ
÷àñòü îñíîâíîãî ýëåìåíòà, è ðåçåðâíûé
ýëåìåíò.

Â ñëó÷àå (1) èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà îòêàçîâ íå-
êîíòðîëèðóåìîé ÷àñòè îñíîâíîãî ýëåìåíòà ðàâíà
(1 – α)λ. Åñëè ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáî-

Основной
элемент

Резервный
элемент

α

Рис. 6.9
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126 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

òû ýëåìåíòà ìíîãî áîëüøå, ÷åì èíòåðâàë ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîâå-
ðîê θ, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò îòêàçà íåêîíòðîëèðóåìîé
÷àñòè îñíîâíîãî ýëåìåíòà ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî âíóòðè èíòåð-
âàëà θ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëèòåëüíîñòü ïðîñòîÿ ñèñòåìû ñ íåîáíà-
ðóæåííûì îòêàçîì ðàâíà â ñðåäíåì 0.5 θ.

Ñîñòàâëÿþùàÿ K1 êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè ñèñòåìû çà ñ÷åò
ýòîãî ôàêòîðà ðàâíà

K1 d 1 – (1 – α)λ•θ/2. (6.54)

Â ñëó÷àå (2) ìîæíî çàïèñàòü äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ
âûðàæåíèå

K2 d 1 – (λτ) (αλτ) = 1 – αλ2τ2. (6.55)

Ïðèáëèæåííàÿ èòîãîâàÿ ôîðìóëà ÊÃ ñèñòåìû èìååò âèä

K d K1K2 d 1 – [0.5(1 – α)λθ + αλ2τ2]. (6.56)

Ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîé ïðèáëèæåííîé ìîäåëè ìîæíî ïðåäëîæèòü
áëîê-ñõåìó íàäåæíîñòè ðèñ. 6.10, êîòîðàÿ ãðóáî îïèñûâàåò ýòó
ñèòóàöèþ*. Çäåñü â ðåæèìå îáû÷íîãî ãîðÿ÷åãî ðåçåðâà âêëþ÷å-
íû ïàðàëëåëüíî äâà ýëåìåíòà è ïîñëåäîâàòåëüíî èì âêëþ÷åí
ýëåìåíò, êîòîðûé îòêàçûâàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ (1 – α)λ è ïðîñ-
òàèâàåò â ñîñòîÿíèè íåîáíàðóæåííîãî îòêàçà â ñðåäíåì â òå÷å-
íèå èíòåðâàëà âðåìåíè θ2. Ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò ãîòîâ-

íîñòè, ïîëó÷åííûé äëÿ òàêîé ýêâèâàëåíòíîé áëîê-ñõåìû íà-
äåæíîñòè, åñòåñòâåííî, ñîâïàäàåò ñ ïðåäñòàâëåííûìè â (6.56),
ïîñêîëüêó äîïóùåíèÿ î âûñîêîé íàäåæíîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ñîâïàäàþò.

 Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ
íåïîëíûì êîíòðîëåì îñíîâíîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü λ =
= 0.001 1/÷; α = 95%; τ = 0.5 ÷; θ = 20 ÷. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ÊÃ ñèñòåìû.

 Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÊÃ
ñèñòåìû ðàâåí

K d 1 – (0.5•0.05•10–3•20 + 0.95•10–6•0.25) d 0.9995.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò ïðè íàãðóæåííîì äóáëèðîâà-
íèè áåç ó÷åòà íåïîëíîòû êîíòðîëÿ äàåò ñèëüíîå çàâû-
øåíèå:

K d 1 – 0.25•10–6 = 0,99999975.

* Îäíîâðåìåííîå îñóùåñòâëåíèå îáîèõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñîáû-
òèé íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû ýòî
êðàéíå ìàëîâåðîÿòíî.

Контролируемая 
часть основно>о

Резервный
элемент

α

элемента

1 – α

Не�онтролируемая
часть основно>о

элемента

Рис. 6.10

ПРИМЕР 6.7.

Решение.
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127§ 6.11. Неполный контроль резервного элемента
дублированной системы с горячим резервом

Ñðàâíèâàÿ âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîñòîÿ ñèñòåìû äëÿ
äâóõ ïðèâåäåííûõ ñõåì ðàñ÷åòà è ââîäÿ êîýôôèöèåíò k, k = 1 – K, âèäèì,
÷òî ðàñ÷åò èäåàëèçèðîâàííîé ìîäåëè (k = 0.25•10–6) ïî ñðàâíåíèþ ñ óòî÷-
íåííîé ìîäåëüþ (k = 5•10–4) äàåò äâàäöàòèêðàòíóþ îøèáêó!

§ 6.11. НЕПОЛНЫЙ КОНТРОЛЬ РЕЗЕРВНОГО ЭЛЕМЕНТА
ДУБЛИРОВАННОЙ СИСТЕМЫ С ГОРЯЧИМ РЕЗЕРВОМ

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ âîññòàíîâëåíèåì, ó êîòî-
ðîé îñíîâíîé ýëåìåíò êîíòðîëèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ è íåïðåðûâíî,
à ðåçåðâíûé ýëåìåíò, íàõîäÿùèéñÿ â ãîðÿ÷åì ðåæèìå, íåïðå-
ðûâíî êîíòðîëèðóåòñÿ òîëüêî íà α•100%, α < 1. Ãîâîðÿ î íåïîë-
íîì êîíòðîëå ýëåìåíòà, ìû îïÿòü ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ýëåìåí-
òîì ìîæåò áûòü íåêàÿ ïîäñèñòåìà ñ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòó-
ðîé è áîëüøèì ÷èñëîì àòîìàðíûõ êîìïîíåíòîâ.

Óñëîâíàÿ áëîê-ñõåìà ðàñ÷åòà íàäåæíîñòè òàêîé äóáëèðîâàí-
íîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 6.11.

Ïåðèîäè÷åñêè ÷åðåç âðåìÿ θ ïðîèçâîäèòñÿ ïðîâåðêà ðåçåðâíî-
ãî ýëåìåíòà ïîëíîñòüþ.

Ïóñòü êàæäûé èç ýëåìåíòîâ èìååò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå âðåìåíè ðàáîòû äî îòêàçà ñ ïàðàìåòðîì λ è ñðåäíåå âðå-
ìÿ âîññòàíîâëåíèÿ τ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ìîæåò îòêàçàòü â
äâóõ ñëó÷àÿõ:

(1) íà èíòåðâàëå θ îòêàçûâàþò è îñíîâíîé ýëåìåíò, è êîíòðî-
ëèðóåìàÿ ÷àñòü ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà, ïðè÷åì èíòåðâàëû
èõ âîññòàíîâëåíèé ïåðåñåêàþòñÿ;

(2) íà èíòåðâàëå θ îòêàçûâàåò îñíîâíîé ýëåìåíò â ìîìåíò,
êîãäà íåêîíòðîëèðóåìàÿ ÷àñòü ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà óæå
îòêàçàëà, ò. å. ðåçåðâíûé ýëåìåíò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè
ñêðûòîãî îòêàçà. (Åñëè îòêàç îñíîâíîãî ýëåìåíòà ïðîèñ-
õîäèò ðàíüøå, òî ïðè óñëîâèè θ . τ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îòêàç óñïåâàåò âîññòàíîâèòüñÿ.)

Ñëó÷àé (1) ìîæåò áûòü îïèñàí îáû÷íîé äóá-
ëèðîâàííîé ñèñòåìîé, îñíîâíîé è ðåçåðâíûé
ýëåìåíòû êîòîðîé èìåþò èíòåíñèâíîñòè îòêà-
çîâ ñîîòâåòñòâåííî λ è αλ. Ýòîò ñëó÷àé ñîâïàäà-
åò ñ ïðåäñòàâëåííûì ôîðìóëîé (6.55), ò. å. ÊÃ
ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí îïÿòü â âèäå

K1 d 1 – αλ2τ2. (6.57)

Основной
элемент

Резервный
элемент

α

Рис. 6.11
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128 Глава 6. Эвристические методы расчета надежности

Таблица 6.5

Â ñëó÷àå (2) èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà îòêàçîâ íåêîíòðîëèðóåìîé
÷àñòè ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà ðàâíà (1 – α)λ, à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â òå÷åíèå ñêðûòîãî îòêàçà ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà ïðîèçîéäåò îòêàç
îñíîâíîãî ýëåìåíòà, ïðèáëèæåííî ðàâíÿåòñÿ 0.5λθ. Èíà÷å ãîâî-
ðÿ, èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ, âûçâàííûõ îòêàçîì îñíîâíîãî ýëå-
ìåíòà è íåêîíòðîëèðóåìîé ÷àñòè ðåçåðâíîãî ýëåìåíòà, ïðèáëè-
æåííî ðàâíà (1 – α)λ•(0.5•λθ).

Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò îò ÷èñëà
ðåìîíòíûõ îðãàíîâ è îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâ-
ëåíèÿ. Ðåçóëüòèðóþùèå çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî âðåìåíè âîññòàíîâëå-
íèÿ ñâåäåíû â òàáë. 6.5.

Ïîÿñíåíèå òðåáóåòñÿ, âîçìîæíî, ëèøü äëÿ вырожденного ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ (âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïî-
ñòîÿííî): â ýòîì ñëó÷àå âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû íå çàâèñèò îò ÷èñ-
ëà ðåìîíòíûõ îðãàíîâ. Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòî-
òû, ÷òî âðåìÿ ïðîñòîÿ ñèñòåìû â äàííîé ñèòóàöèè ðàâíî τ. Òîãäà
ñîñòàâëÿþùàÿ ÊÃ, îïðåäåëÿåìàÿ íåêîíòðîëèðóåìîé ÷àñòüþ ðå-
çåðâíîãî ýëåìåíòà, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

K2 = 1 – 0.5(1 – α)λ2τθ. (6.58)

Â ðåçóëüòàòå ÊÃ ñèñòåìû ðàâåí

K = K1K2 d 1 – λ2τ[ατ + 0.5•(1 – α)θ]. (6.59)

Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ íåïîëíûì êîíòðîëåì ðåçåðâíîãî
ýëåìåíòà. Ïóñòü λ = 0.001 1/÷; α = 95%; τ = 4 ÷; θ = 20 ÷. Òðåáóåòñÿ íàéòè ÊÃ
ñèñòåìû.

 Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÊÃ ñèñòåìû ðàâåí

K d 1 – 0.000001(0.95 + 0.5•0.05•20) d 0.99999855.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò êëàññè÷åñêîãî íàãðóæåííîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ äàåò K =
= 1 – 1•10–6 = 0.999999.

Ñðàâíèâàÿ âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîñòîÿ ñèñòåìû äëÿ
äâóõ ïðèâåäåííûõ ñõåì ðàñ÷åòà, âèäèì, ÷òî îíè ðàçíÿòñÿ ïî÷òè â äâà ðàçà.

×èñëî ðåìîíòíûõ
îðãàíîâ

Âèä ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ

Ýêñïîíåíöèàëüíîå Âûðîæäåííîå

1 τ τ

2 0.5τ τ

ПРИМЕР 6.8.

Решение.
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129§ 6.12. УЧет ненадежности переключения

§ 6.12. УЧЕТ НЕНАДЕЖНОСТИ ПЕРЕКЛЮЧЕНИЯ

Äëÿ êîíêðåòíîñòè ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ ãîðÿ÷èì
ðåçåðâîì è åäèíñòâåííûì ðåìîíòíûì îðãàíîì. Âðåìÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà ðàâíî τ. Ïåðåêëþ÷å-
íèå ñ îòêàçàâøåãî îñíîâíîãî ýëåìåíòà íà ðåçåðâíûé ïðîèñõîäèò
óñïåøíî ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 – p ïåðåêëþ÷å-
íèå íå ñðàáàòûâàåò, è òðåáóåòñÿ âðåìÿ π* äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïåðå-
êëþ÷àþùåãî óñòðîéñòâà. Ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâè-
ñèìûìè, à âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ ïðè ïåðåêëþ÷åíèÿõ ïîñòîÿííûìè.

Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâå ñëåäóþùèå ñèòóàöèè:
✓ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåêëþ÷àòåëü èäåàëåí, ðàññìàòðèâàåòñÿ

îáû÷íàÿ äóáëèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì, ÊÃ
êîòîðîé

K1 d 1 – λ2τ2; (6.60)

✓ ïîñëå êàæäîãî îòêàçà îñíîâíîãî ýëåìåíòà, ïåðåêëþ÷àòåëü
îòêàçûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ q è òðåáóåò äëÿ ñâîåãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ âðåìåíè π, ÷òî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîñòàâëÿþùåé ÊÃ

K2 d 1 – λqπ. (6.61)

Åñëè è íà ýòîò ðàç ïðåíåáðå÷ü ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî
óêàçàííûå ñîáûòèÿ ìîãóò ïåðåñå÷üñÿ âî âðåìåíè, òî ðåçóëüòè-
ðóþùèé ÊÃ ñèñòåìû ïðèáëèæåííî çàïèøåòñÿ êàê

Ê = K1K2 d 1 – λ(λτ2 + qπ). (6.62)

 Ðàññìîòðèì äóáëèðîâàííóþ ñèñòåìó ñ íåíàäåæíûì ïåðåêëþ-
÷àòåëåì. Ïóñòü λ = 0.001 1/÷; τ = 1 ÷; âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ñðàáàòûâàíèÿ
ïåðåêëþ÷àòåëÿ p = 0.99, à âðåìÿ åãî âîññòàíîâëåíèÿ π = 0.5 ÷. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ÊÃ ñèñòåìû.

 Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÊÃ ñèñòåìû ðàâåí

K d 1 – 0.001• (0.001 + 0.01•0.5) d 0.999994.

Çàìåòèì, ÷òî ðàñ÷åò äëÿ äóáëèðîâàíèÿ ñ ãîðÿ÷èì ðåçåðâîì áåç ó÷åòà ïåðå-
êëþ÷àòåëåé äàåò

K = 1 – 1•10–6 = 0.999999.

Òàêèì îáðàçîì, íåó÷åò îòêàçîâ ïðè ïåðåêëþ÷åíèÿõ ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàí-
íî çàâûøåííûì ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåíåíèå ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà àíàëèçà âîññòàíàâëèâàåìûõ
ñèñòåì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ ïðèâåäåííûìè ïðèìåðàìè. Ýòîò ìåòîä
óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ è â ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ ñèñòåì
ñ âîññòàíîâëåíèåì.

* Çäåñü è äàëåå áóêâà π íèêàê íå ñâÿçàíà ñ ÷èñëîì 3.14. — Ðåä.

ПРИМЕР 6.9.

Решение.
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130 Глава 7. Оценка эффективности функционирования сложных систем

Глава 7

Оценка эффективности
функционирования
сложных систем

Для систем с несколькими уровнями функционирования
обычный подход оценки надежности оказывается недо!
статочным – не удается сформулировать критерий отказа,
Так как по мере отказов элементов качество функциониро!
вания системы лишь постепенно деградирует. Предлагается
метод анализа эффективности функционирования подобных
систем.

§ 7.1. НЕОБХОДИМОСТЬ РАСШИРЕНИЯ
ПОНЯТИЯ НАДЕЖНОСТИ

Ñîâðåìåííûå áîëüøèå ñèñòåìû ñ èõ ñëîæíîé ñòðóêòóðîé, âíóòðåí-
íåé èçáûòî÷íîñòüþ è ìíîãîôóíêöèîíàëüíîñòüþ äàëåêî íå âñåãäà
ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû ðàññìîòðåííûìè âûøå ÷èñòûìè
ïîêàçàòåëÿìè íàäåæíîñòè. Îòêàçû îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû
íå îáÿçàòåëüíî ïðèâîäÿò ê îòêàçó ñèñòåìû, à ìîãóò ëèøü ïîíèçèòü
ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ: ñèñòåìà ìîæåò ïðîäîëæàòü ðà-
áîòàòü, íàïðèìåð, ñ áîëåå íèçêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ èëè ñ õóä-
øèì êà÷åñòâîì âûïîëíåíèÿ ñâîèõ îïåðàöèé. Òàêèå ñèñòåìû óäîá-
íî õàðàêòåðèçîâàòü коэффициентом эффективности функционирования,
êîòîðûé îïðåäåëÿåò ñðåäíèé óðîâåíü êà÷åñòâà ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñèñòåìû èëè âûïîëíåíèÿ åþ ñâîèõ îïåðàöèé, îáóñëîâëåííûé êî-
íå÷íîé íàäåæíîñòüþ âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ýëåìåíòîâ.

×àñòî êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îêàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíûì, ïîñêîëüêó âûõîäíîé ýôôåêò ñèñòåìû ìîæåò
èçìåðÿòüñÿ â ðàçëè÷íûõ åäèíèöàõ: â îáúåìå ïðîèçâîäèìîé ïðî-
äóêöèè, â ñêîðîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè, â äîëå ðàáîòîñïîñîá-
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131§ 7.2. Классы систем

íûõ îêîíå÷íûõ óñòðîéñòâ â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ è ò. ä. Îäíàêî
ïî÷òè âñåãäà óäîáíåå ââåñòè áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò ýôôåê-
òèâíîñòè, êîòîðûé ïîêàçûâàåò îòíîñèòåëüíîå ñíèæåíèå ýôôåê-
òèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû çà ñ÷åò îòêàçîâ åå ýëåìåí-
òîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ àáñîëþòíî íàäåæíîé ñèñòåìîé.

Áåçóñëîâíî, è ñèñòåìû ñ äåãðàäàöèåé ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü òàêèìè ïîêàçàòåëÿìè íàäåæ-
íîñòè, êàê ñðåäíÿÿ íàðàáîòêà èëè êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè: äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ââåñòè êîíêðåòíûé êðèòåðèé îòêàçà ñèñòåìû. Íà-
ïðèìåð, ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ îòêàçàâøåé, åñëè åå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
óïàëà íà 2%. Ìîæíî ââåñòè öåëûé íàáîð òàêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ íå-
ñêîëüêèõ óðîâíåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè: äëÿ 5% èëè 10% ñíèæåíèÿ
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ò. ï. Îäíàêî, êàê óæå îòìå÷àëîñü â ãë. 1 ïðè
îáñóæäåíèè âûáîðà ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñòè, íàëè÷èå áîëüøîãî
÷èñëà ïîêàçàòåëåé íå ïðîÿñíÿåò êàðòèíó, à òîëüêî åå çàïóòûâàåò.
Ïîýòîìó äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì èñïîëüçîâàíèå êîýôôèöèåíòà ýôôåê-
òèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðèíÿòî íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

§ 7.2. КЛАССЫ СИСТЕМ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç n ýëåìåíòîâ. Îáîçíà÷èì ñî-
ñòîÿíèå i-ãî ýëåìåíòà ñèñòåìû ÷åðåç xi. Êàê è ïðåæäå, êàæäûé
ýëåìåíò ñèñòåìû ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ: ðàáîòîñ-
ïîñîáíîñòè (xi = 1) è îòêàçà (õi = 0). Âñåãî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû, åñòåñòâåííî, 2n. Îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÷åðåç
X = (x1, x2, ... , xn).

Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìå-
íè, âûïîëíÿÿ îïðåäåëåííûå îïåðàöèè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
äëèòåëüíîñòü ýòèõ îïåðàöèé, âñå ñèñòåìû óäîáíî ïîäðàçäåëèòü
íà äâà êëàññà: ñèñòåìû êðàòêîâðåìåííîãî äåéñòâèÿ è ñèñòåìû
äëèòåëüíîãî äåéñòâèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååòñÿ â âèäó, ÷òî çà
âðåìÿ îïåðàöèè â ñèñòåìå ïðàêòè÷åñêè íå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèÿ
åå ñîñòîÿíèÿ:

P{X(t) = X(t + t0)} = 1 – ε, (7.1)

ãäå t0 — äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè, âûïîëíÿåìîé ñèñòåìîé, a ε n 1.
Äëÿ ñèñòåì êðàòêîâðåìåííîãî äåéñòâèÿ â êàæäîì ñîñòîÿíèè äî-

ñòàòî÷íî çíàòü ìãíîâåííîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ñèñòåìû (åå âûõîäíîãî ýôôåêòà) â òåêóùåì ñîñòîÿíèè.

Тогда коэффициент эффективности функционирования определяется
как среднее значение выходного эффекта по всем состояниям системы.
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Êîãäà óñëîâèå (7.1) íå âûïîëíÿåòñÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäå-
íèå ñèñòåìû, ò. å. òðàåêòîðèÿ åå ïåðåõîäîâ èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿ-
íèå. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî óìåòü õàðàêòåðèçîâàòü êîëè÷åñòâåííî
âñÿêóþ òðàåêòîðèþ, à ïîòîì ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå ïî âñåì òðà-
åêòîðèÿì. Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîäîáíîãî
ðîäà ñèñòåì âåñüìà òðóäîåìêà è ñëîæíà è çäåñü îïóñêàåòñÿ.

§ 7.3. СИСТЕМЫ КРАТКОВРЕМЕННОГО ДЕЙСТВИЯ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (t) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà êðàòêîâðå-

ìåííîãî äåéñòâèÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè õk â ìîìåíò âðåìåíè t.
Îáîçíà÷èì óñëîâíóþ ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî
îíà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè Xk, ÷åðåç . Òîãäà êîýôôèöèåíò

ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàïèñàííûì âûøå îïðå-
äåëåíèåì ñîñòàâèò

Wñèñò(t) = (t) . (7.2)

Áóäåì â äàëüíåéøåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ýôôåê-
òèâíîñòè îò ìîìåíòà âûïîëíåíèÿ ñèñòåìîé ñâîåé îïåðàöèè, òåì
áîëåå ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî äëÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì.

Åñëè ýëåìåíòû ñèñòåìû íåçàâèñèìû, òî âåðîÿòíîñòü äëÿ ëþáî-
ãî ñîñòîÿíèÿ Xk ñîñòàâëÿåò

 = Π . (7.3)

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ: h0 — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
â ñèñòåìå ðàáîòîñïîñîáíû âñå ýëåìåíòû:

h0 = pi,

hi — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå îòêàçàë ëèøü ýëåìåíò i:

hi = qi pj,

hij – âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñèñòåìå îòêàçàëè äâà ýëåìåíòà i è j:

hij = qiqj pk

è ò. ä. Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå gi = qipi. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

Wñèñò = h0 W0 + Wigi + Wijgigj + ... . (7.4)
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Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ðàñ÷åò ýôôåêòèâíîñòè â îáùåì ñëó-
÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ, à òî è íåðåøàåìóþ, âû÷èñëè-
òåëüíóþ çàäà÷ó, êàê âñÿêàÿ çàäà÷à ïåðåáîðíîãî õàðàêòåðà áîëü-
øîé ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî, åñëè max qi n 1/n, ìîæíî ïðåäëîæèòü
ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû:

Wñèñò d h0 W0 + Wiqi , (7.5)

ãäå âìåñòî gi èñïîëüçóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âåëè÷èíà qi, ïîñêîëü-
êó âåëè÷èíà pi áëèçêà ê åäèíèöå.

Êàê îòìå÷àëîñü, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíûé êîýô-

ôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû:  =
= Wñèñò/W0. Â ýòîì ñëó÷àå (7.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

 d 1 – qi • 1 + qi  d

d 1 – qi + qi = 1 – qi, (7.6)

ãäå  = 1 – .
Âåëè÷èíó wi ÷àñòî íàçûâàþò коэффициентом важности элемента.

Â îáùåì ñëó÷àå wi çàâèñèò íå òîëüêî îò ñòðóêòóðíîãî ïîëîæå-
íèÿ ñàìîãî ýëåìåíòà, íî è îò ñîñòîÿíèÿ äðóãèõ ýëåìåíòîâ; îí õà-
ðàêòåðèçóåò âàæíîñòü ýëåìåíòà ïðè ïîëíîñòüþ ðàáîòîñïîñîá-
íîì ñîñòîÿíèè îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû. Åñëè ýëåìåíòû
èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè äî îòêàçà pi(t) =
= exp(–λit), òî (7.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü:

(t) d 1 – λit d – λit . (7.7)

Â ýòîì ñëó÷àå âàæíîñòü ýëåìåíòà îòðàæàåòñÿ íà ñíèæåíèè
âåëè÷èíû èíòåíñèâíîñòè åãî îòêàçà.

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ âîññòàíàâëèâàåìàÿ ñèñòåìà, ó êîòîðîé
êàæäûé ýëåìåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì êîýôôèöèåíòîì ãîòîâ-
íîñòè Ki = 1/(1 + λiτi), òî ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó (7.6) ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

ñèñò d 1 – λiτi . (7.8)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåí-
ñèâíîñòü îòêàçîâ i-ãî ýëåìåíòà ñ ó÷åòîì åãî ñòðóêòóðíîé âàæíîñòè.

Ïðè ïðîâåäåíèè ìåðîïðèÿòèé ïî ïîâûøåíèþ íàäåæíîñòè êî-
ýôôèöèåíò âàæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûäåëåíèÿ òåõ ýëåìåíòîâ,
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êîòîðûå íàèáîëåå ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ðåçóëüòèðóþùóþ ýô-
ôåêòèâíîñòü ñèñòåìû.

Ëó÷øå âñåãî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ìåòîä ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà
ýôôåêòèâíîñòè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ, â êîòî-
ðûõ òðàäèöèîííûå ðàñ÷åòû íàäåæíîñòè îêàçûâàþòñÿ íåïðèìå-
íèìûìè.

 Ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ âîçäóøíûì äâèæåíèåì â àýðîïîðòó
âêëþ÷àåò äâà ðàäèîëîêàòîðà, ýôôåêòèâíàÿ çîíà äåéñòâèÿ êàæäîãî èç êîòî-
ðûõ ñîñòàâëÿåò 180° (ðèñ. 7.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ çàäà÷è ðàäàðîì â
ñâîåé çîíå äåéñòâèÿ ðàâíà p = 0.9, ò. å. äàæå ïðè ðàáîòîñïîñîáíîñòè îáåèõ
ñòàíöèé ñèñòåìà âûïîëíÿåò ëèøü 90% çàäà÷. Ïóñòü ÊÃ êàæäîãî ðàäàðà ðà-
âåí K = 0.9. Äîïóñòèì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû ïàäàåò äî 50% îò íîìè-
íàëüíîãî çíà÷åíèÿ, åñëè îòêàæåò îäèí èç ðàäàðîâ. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü êîýô-
ôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû.

 Êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò

Wñèñò = (0.9)K2 + 2•(0.5)•(0.9)•K(1 – K) =

= (0.9)•(0.952) + (0.9)•(0.95)•(0.05) = 0.855.

Åñëè íå ó÷èòûâàòü òîãî, ÷òî îòêàçû â ñèñòåìå ïðèâîäÿò ëèøü ê ÷àñòè÷íîé
ïîòåðå ýôôåêòèâíîñòè, òî íàäåæíîñòü ñèñòåìû îõàðàêòåðèçîâàëàñü áû âåëè-
÷èíîé pK = 0.81225.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì. Íåòðóäíî çàìå-
òèòü, ÷òî ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïîêðûâàåò ïîëîâèíó âñåõ ôóíêöèé ñèñòåìû. Èòàê, êàæäàÿ ïîäñèñòåìà âíî-
ñèò âêëàä, ðàâíûé

(0.5)•(0.9)•(0.95) = 0.4275,

à, ñëåäîâàòåëüíî, â öåëîì ñèñòåìà îáåñïå÷èâàåò êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñ-
òè, ðàâíûé 2•(0.4275) = 0.855.

 Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ âîçäóøíûì
äâèæåíèåì, íî âêëþ÷àþùóþ óæå ÷åòûðå ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèè. Ïóñòü
ÊÃ êàæäîãî ðàäàðà K = 0.95, p = 0.95 è â ëþáîé çîíå, îáñëóæèâàåìîé äâóìÿ

ПРИМЕР 7.1.

Решение.
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ðàäàðàìè, ìåðà ýôôåêòèâíîñòè p* = 1 – (1 – p)2 = 0.99. Èìååòñÿ äâå âîçìîæ-
íûõ êîíôèãóðàöèè òàêîé ñèñòåìû, êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.2. Òðåáó-
åòñÿ îöåíèòü ýôôåêòèâíîñòü îáîèõ âàðèàíòîâ è ñðàâíèòü èõ.

 Âàðèàíò а ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ âíîñèò ñâîþ ïîëîâèíó âêëàäà â ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû.
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè äëÿ ïîäñ÷åòà êî-
ýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè â âèäå

Wñèñò = [1 – (1 – p)2]K2 + p•2K(1 – Ê) =
= 0.99•0.81 + 0.9•2•0.95•0.05 d 0.893.

Âàðèàíò б ÿâëÿåòñÿ áîëåå èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîâåäåíèÿ àíàëè-
çà ýôôåêòèâíîñòè. Çäåñü âîçìîæíû íåñêîëüêî òèïîâ ñèòóàöèé, ïðåäñòàâëåí-
íûõ íà ðèñ. 7.3*.

Íà ýòîì ðèñóíêå ÷åðíûé òðåóãîëüíèê ïîêàçûâàåò çîíó îòêàçàâøåãî ðà-
äàðà, òåìíî-ñåðûé ôîí ñîîòâåòñòâóåò çîíàì ïåðåêðûòèÿ äâóõ ðàäàðîâ (êî-
ýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ðàâåí 0.99), ñâåòëî-ñåðûé ôîí — çîíå äåéñò-
âèÿ åäèíñòâåííîãî ðàäàðà (óñëîâíûé êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ðàâåí 0.9)
è íåçàøòðèõîâàííàÿ çîíà — îòñóòñòâèþ ðàäèîëîêàöèîííîãî îáñëóæèâàíèÿ
â çîíå.

Ðåçóëüòèðóþùèé êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû ðàâåí*

Wñèñò = RàWà + RáWá + RâWâ + RãWã + RäWä =

= K4•[1 – (1 – p)2] + 4K3(1 – K) {0.5p + 0.5•[1 – (1 – p)2]} +
+ 4K2(1 – K)2 {0.25•[1 – (1 – p)2] + 0.75p} +

+ 2K2(1 – K)2 {0.5•[1 – (1 – p)2] + 0.5p} d 0.981.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåèìóùåñòâî âòîðîãî âàðèàíòà áåññïîðíî: âåðîÿòíîñòü
íåâûïîëíåíèÿ ñèñòåìîé ñâîèõ ôóíêöèé ñíèçèëàñü ñ 0.107 äî 0.019, ò. å. áî-
ëåå ÷åì â ïÿòü ðàç. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ â îáèõîäå ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî «íàäåæ-
íîñòü ïîâûñèëàñü â ïÿòü ðàç»: íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î ñîîòâåòñò-
âóþùåì ñíèæåíèè, à íå î ïîâûøåíèè íàäåæíîñòè.

* Íà ðèñ. 7.3 ïîêàçàíî ïî îäíîìó âàðèàíòó âûáîðà åäèíñòâåííîãî îò-
êàçàâøåãî ðàäàðà, äâóõ ñîñåäíèõ îòêàçàâøèõ ðàäàðîâ, äâóõ ðàäà-
ðîâ, ðàñïîëîæåííûõ «ñïèíà ê ñïèíå», è, íàêîíåö, òðåõ îòêàçàâ-
øèõ ðàäàðîâ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè îäèí ðàäàð ìîæíî âûáðàòü ÷å-
òûðüìÿ ñïîñîáàìè, äâà ñîñåäíèõ — ÷åòûðüìÿ, òðè ðàäàðà — òîæå
÷åòûðüìÿ, è, íàêîíåö, äâà, ðàñïîëîæåííûõ «ñïèíà ê ñïèíå», —
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Решение.
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§ 7.4. СИСТЕМЫ С ВЕТВЯЩЕЙСЯ СТРУКТУРОЙ

Ìíîãèå ñèñòåìû èìåþò âåòâÿùóþñÿ ñòðóêòóðó: îíè ñîñòîÿò èç
èñïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå óïðàâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè
âûñøåãî óðîâíÿ èåðàðõèè óïðàâëåíèÿ; òå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýëå-
ìåíòàìè ñëåäóþùåãî óðîâíÿ óïðàâëåíèÿ è ò. ä. Òàêóþ ñòðóêòóðó
èìåþò áîëüøèå ñèñòåìû âîîðóæåíèÿ (ïðàêòè÷åñêè âñå êîìàíä-
íûå ñèñòåìû, íà÷èíàÿ îò óïðàâëåíèÿ ñóõîïóòíûìè âîéñêàìè è
êîí÷àÿ óïðàâëåíèåì áåçëþäíûìè ïóñêîâûìè óñòàíîâêàìè áàë-
ëèñòè÷åñêèõ ðàêåò), ýíåðãåòè÷åñêèå ñèñòåìû, òðàíñïîðòíûå ñèñ-
òåìû è äð. Ïðèìåð âåòâÿùåéñÿ ñòðóêòóðû ïðèâåäåí íà ðèñ. 7.4.
Íà ýòîì ðèñóíêå ýëåìåíòû c 1 ïî 6 ÿâëÿþòñÿ óïðàâëÿþùèìè, à

ýëåìåíòû ñ 7 ïî 15 — èñïîëíèòåëüíûìè. Îòêàç óïðàâëÿþùåãî
ýëåìåíòà ïðèâîäèò ê îòêàçó âñåõ ïîä÷èíåííûõ åìó èñïîëíèòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ, äàæå åñëè îíè ñàìè ïî ñåáå è ðàáîòîñïîñîáíû.
Íàïðèìåð, îòêàç ýëåìåíòà 3 ïðèâîäèò ê îòêàçàì èñïîëíèòåëüíûõ

ýëåìåíòîâ ñ 12 ïî 15, à îòêàç ýëåìåíòà 1 ïðèâîäèò ê îòêàçó âñåõ
ýëåìåíòîâ ñèñòåìû. Èñïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû îêàçûâàþòñÿ çà-
âèñèìûìè ÷åðåç îáùèå óïðàâëÿþùèå ýëåìåíòû, ïîýòîìó îöåíêà
êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîñòè òàêèõ ñèñòåì îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî íåòðèâèàëüíîé.

Система с коэффициентом
эффективности аддитивного типа

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ âåòâÿùåéñÿ ñòðóêòóðîé, êàæäûé èñïîëíè-
òåëüíûé ýëåìåíò êîòîðîé âíîñèò ñâîþ íåçàâèñèìóþ äîëþ â îá-
ùèé âûõîäíîé ýôôåêò ñèñòåìû.

6

14 15
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7 8 9
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10 11
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Назовем исполнительный элемент нормально функционирующим, ес!
ли он работоспособен сам и нормально функционируют все управляю!
щие им элементы, т. е. имеется цепочка связи этого элемента до
управляющего элемента самого высокого уровня.

Ïóñòü xi åñòü èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòà i:

xi = 

à δi åñòü âêëàä ýëåìåíòà i. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âñå èñïîëíè-

òåëüíûå ýëåìåíòû íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþò, òî âûõîäíîé ýô-

ôåêò ñèñòåìû ðàâåí δi. Ñàìè âåëè÷èíû δi ìîãóò èìåòü ëþáóþ

ðàçìåðíîñòü. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå ñóììàð-

íîãî ýôôåêòà âñåõ ýëåìåíòîâ êàê xiδi. Äëÿ êàæäîãî èñïîëíè-

òåëüíîãî ýëåìåíòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü âåðîÿòíîñòü íîðìàëüíîãî
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â âèäå*

Pi = Pr{xi = 1} = E{xi} = piRi;

çäåñü pi — âåðîÿòíîñòü ðàáîòîñïîñîáíîñòè i-ãî èñïîëíèòåëüíîãî

ýëåìåíòà, a Ri — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàáîòîñïîñîáíû âñå ýëå-

ìåíòû, óïðàâëÿþùèå èì, — îíà ðàâíà

Ri = pj,

ãäå Gi — öåïî÷êà óïðàâëÿþùèõ ýëåìåíòîâ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ

i-ãî ýëåìåíòà.
Êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû ñ àääèòèâíûì âûõîä-

íûì ýôôåêòîì ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê

Wñèñò = E xiδi  = E{xi}δi = piRiδi. (7.9)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóì-
ìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

 Äëÿ ñèñòåìû, ñòðóêòóðà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ. 7.4, êî-
ýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Wñèñò = p1p2p4(p7δ7 + p8δ8 + p9δ9) + p1p2(p10δ10 + p11w11 +
+ p1p3p5(p12δ12 + p13δ13) + p1p3p6(p14δ14 + p15δ15).

* Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç Pr îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

1, åñëè i-é èñïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò ôóíêöèîíèðóåò íîðìàëüíî,
0, åñëè i-é èñïîëíèòåëüíûé ýëåìåíò íå ôóíêöèîíèðóåò íîðìàëüíî,

∑
n

i = 1

∑
n

i = 1

Π
j ∈ Gi

 

 

 ∑
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 ∑
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i = 1
∑
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Система с резервированием
исполнительных элементов

Ðàññìîòðèì èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 7.5 ñèñòåìó ñ ñèììåòðè÷íîé
âåòâÿùåéñÿ ñòðóêòóðîé, ó êîòîðîé ýëåìåíòû îäíîãî è òîãî æå
óðîâíÿ àáñîëþòíî èäåíòè÷íû ìåæäó ñîáîé.

Ïóñòü ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà âûïîëíÿåò òðåáóåìóþ îïåðàöèþ,
åñëè íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóåò õîòÿ áû îäèí åå èñïîëíèòåëüíûé
ýëåìåíò. Â äàííîì ñëó÷àå îáû÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ íàãðóæåííîãî
ðåçåðâèðîâàíèÿ íå ãîäèòñÿ, ïîñêîëüêó îíà áûëà ïîëó÷åíà â ïðåä-
ïîëîæåíèè íåçàâèñèìîñòè èñïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ êàæäîé ãðóïïû èç an èñïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî
âûðàçèòü âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì òî-
ãî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò âòîðîãî óðîâíÿ íîðìàëüíî
ôóíêöèîíèðóåò, à q = 1 – p, êàê

Rn – 1 = pn – 1(1 – ). (7.10)

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî, îáîçíà÷èâ Q =
= 1 – R, çàïèñàòü äëÿ ñëåäóþùåãî óðîâíÿ

Rn – 2 = pn – 2[1 – (Qn – 1) ]. (7.11)

Â ðåçóëüòàòå âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ ñèñòåìîé
îïåðàöèè W:

W = p0[1 – Q1) ], (7.12)

ãäå âåëè÷èíû Q íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì.
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (7.10), (7.11) è ò. ä., ìû
ïðèõîäèì ê ôèíàëüíîìó çíà÷åíèþ, îïðåäåëÿåìîìó ñîãëàñíî (7.12).

 Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ñòîéêó îáîðóäî-
âàíèÿ, âêëþ÷àþùóþ ÷åòûðå ñúåìíûõ áëîêà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåð-
æèòñÿ ïî øåñòü ñúåìíûõ ïëàò, èç êîòîðûõ êàæäûå òðè èìåþò îáùèé èíòåð-

7.4.2.

a2

a1
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an

an – 1

pn – 1
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pn – 2

Рис. 7.5
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139§ 7.4. Системы с ветвящейся структурой

ôåéñ. Êàæäûé ñúåìíûé áëîê èìååò óïðàâëÿþùóþ ïëàòó íà âñå øåñòü ñúåì-
íûõ ïëàò. Âñÿ ñòîéêà â öåëîì èìååò îäèí îáùèé áëîê ïèòàíèÿ.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäíà ïëàòà áóäåò ôóíêöèîíèðîâàòü
íîðìàëüíî. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû êàæäîãî èç
ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 7.1.

 Íà ðèñ. 7.6, à ïîêàçàíà êîíñòðóêöèÿ ñèñòåìû, à íà ðèñ. 7.6, á —
åå ôîðìàëèçîâàííàÿ ñòðóêòóðà.

Ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà èìåþò âèä

R3 = p3[1 – (1 – R4)
3], R2 = p2[1 – (1 – R3)

2], W = R1 = p1[1 – (1 – R2)
4].

Åñëè, íàïðèìåð, ïîëîæèòü âñå pi = 0.9, òî ïîëó÷èì

R3 = 0.9•[1 – (1 – 0.9)3] d 0.899,

R2 = 0.9•[1 – (1 – 0.899)2] d 0.891,

R1 = 0.9•[1 – (1 – 0.891)4] d 0.899,

ò. å. âèäíî, ÷òî ôàêòè÷åñêè íàäåæíîñòü òàêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñò-
âåííûì íåçàðåçåðâèðîâàííûì ýëåìåíòîì — ýëåìåíòîì âåðõíåãî óðîâíÿ
èåðàðõèè.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ìû èìååì îáû÷íóþ ïðèâîäèìóþ
ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñòðóêòóðó.

Таблица 7.1

Íàèìåíîâàíèå ýëåìåíòà Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû

Ñúåìíàÿ ïëàòà p1

Èíòåðôåéñ äëÿ òðåõ ïëàò p2

Óïðàâëÿþùàÿ ïëàòà íà áëîê p3

Îáùèé áëîê ïèòàíèÿ p4

Решение.

Съемная
плата

Управляющая
плата

Интерфейс

Общий
бло�
питания

Уровень 1

Уровень 4

Уровень 3

Уровень 2

а б

Рис. 7.6
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Система с общим видом показателя эффективности

Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ âåòâÿùóþñÿ ñèñòåìó, ó êîòîðîé âñå
ýëåìåíòû îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ èäåíòè÷íû, à êîýôôèöèåíòû
âåòâëåíèÿ â âåðøèíàõ îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ òàêæå ðàâíû
(ðèñ. 7.5). Ïóñòü pk åñòü âåðîÿòíîñòü ðàáîòîñïîñîáíîãî ñîñòîÿíèÿ

ýëåìåíòà, ïðèíàäëåæàùåãî âåðøèíå k-ãî óðîâíÿ, à ak + 1 — êîýô-

ôèöèåíò âåòâëåíèÿ âåðøèíû ýòîãî æå óðîâíÿ.
Ïóñòü ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âåòâÿùåéñÿ ñèñòå-

ìû Ô(x) çàâèñèò îò ÷èñëà íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùèõ ýëåìåí-
òîâ íèæíåãî, n-ãî, óðîâíÿ èåðàðõèè x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(x) âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþò x ýëåìåíòîâ íèæ-
íåãî óðîâíÿ. Òîãäà êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîñòè âåòâÿùåéñÿ
ñèñòåìû îïðåäåëèòñÿ êàê

W = E{Ô(x)} = Ô(x)H(x), (7.13)

ãäå Nn — ïîëíîå ÷èñëî èñïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (íèæíåãî

óðîâíÿ):

Nn = ak. (7.14)

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ Ô(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
(èëè àïïðîêñèìèðîâàíà) ïîëèíîìîì êîíå÷íîé è, êàê ïðàâèëî,
íåâûñîêîé ñòåïåíè m:

Ô(x) = ck xk. (7.15)

Â ýòîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíîñòü ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

W = E{Ô(x)} = E ck xk  = ck , (7.16)

ò. å. çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íà÷àëüíûõ ìîìåíòîâ  ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ H(x). Íàéäåì ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå äëÿ ýòèõ íà-
÷àëüíûõ ìîìåíòîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk(z) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà k-ì óðîâíå íîð-

ìàëüíî ôóíêöèîíèðóåò z ýëåìåíòîâ. Òîãäà ìîìåíòíàÿ ïðîèçâîäÿ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

ϕk(s) = Pk(z)esz. (7.17)

7.4.3.

∑
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Äîïóñòèì, ÷òî íà (k – 1)-ì óðîâíå íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþò
x ýëåìåíòîâ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû íà k-ì óðîâíå íîðìàëüíî
ôóíêöèîíèðîâàëî z ýëåìåíòîâ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû â âåòâÿõ íîð-
ìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùèõ ýëåìåíòîâ (k – 1)-ãî óðîâíÿ îòêàçàëî
(akx – z) ýëåìåíòîâ k-ãî óðîâíÿ. Îêîí÷àòåëüíî ïî ôîðìóëå ïîë-

íîé âåðîÿòíîñòè ïîëó÷àåì

Pk(Z) = Pk – 1(x) , (7.18)

çäåñü ÷åðåç [z/ak] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà z/ak.

Òåïåðü äëÿ ìîìåíòíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü

ϕk(s) = Pk – 1(x) esz. (7.19)

Èçìåíèâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è ïðîâåäÿ ðÿä íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì

ϕk(s) = Pk – 1(x) (pke
s)z =

=  Pk – 1(x) (pke
s)z =

= Pk – 1(x) (qk + pke
s) . (7.20)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå âèäà

ϕk(s) = ϕk – 1((pke
s + qk) ). (7.21)

Ýòî ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü íà÷àëüíûå
ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà íîðìàëüíî ôóíêöèîíèðóþùèõ èñ-
ïîëíèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðâûõ äâóõ ìîìåí-
òîâ ìîæíî çàïèñàòü:

 = an pn = ... = p0 ak pk,

 = (an pn)2 + anpnqn = ... =

= p0 ak pk ak pk + qk aipi .

Ìîìåíòû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ èìåþò ãðîìîçäêèå âûðàæå-
íèÿ, îäíàêî èõ âû÷èñëåíèå ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà íå ïðåäñòàâ-
ëÿåò òðóäà.
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142 Глава 7. Оценка эффективности функционирования сложных систем

§ 7.5. СИСТЕМА С ПЕРЕКРЫВАЮЩИМИСЯ
ЗОНАМИ ДЕЙСТВИЯ

×àñòî âñòðå÷àþòñÿ òåððèòîðèàëüíî-ðàñïðåäåëåííûå ñèñòåìû, ó
êîòîðûõ ñîñåäíèå çîíû äåéñòâèÿ ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ. Ýòî
ìîãóò áûòü ñîòîâûå ñèñòåìû ñâÿçè, ñèñòåìû ÏÂÎ è ò. ï.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åòûðåõ ïîä-
ñèñòåì Zi, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáåñïå÷èâàåò ðàáîòó â ñâîåé çîíå

(ðèñ. 7.7). Ðàéîí äåéñòâèÿ ñèñòåìû â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Ω = ∪Zi.

Íà ðèñóíêå â êàæäîé çîíå âûäåëåíû îáëàñòè, ïåðåêðûâàåìûå
äâóìÿ èëè äàæå òðåìÿ ñîñåäíèìè çîíàìè: òåìíî-ñåðûì çàêðàøå-
íû îáëàñòè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ çîí, à ÷åðíûì — ðàéîí ïåðåñå÷åíèÿ
òðåõ çîí. Òà ÷àñòü çîíû Zi, êîòîðàÿ íå ïåðåêðûâàåòñÿ íè ñ îäíîé

äðóãîé, çàêðàøåíà ñâåòëî-ñåðûì. ×àñòü çîíû, íå ïåðåñåêàþùàÿ-
ñÿ íè ñ îäíîé äðóãîé, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Si, ðàéîí ïåðåñå-

÷åíèÿ äâóõ çîí — ÷åðåç Sij, à ðàéîí ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ çîí — ÷åðåç

Sijk. Òàêèì îáðàçîì, âñå óïîìÿíóòûå ðàéîíû S íå ïåðåñåêàþòñÿ,

è ðàéîí äåéñòâèÿ ñèñòåìû â öåëîì åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ íå-
ïåðåñåêàþùèõñÿ ðàéîíîâ. Ïëîùàäü âñåõ ðàéîíîâ S áóäåì îáîçíà-
÷àòü ÷åðåç s.

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè âûäåëåííûõ
îáëàñòåé îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, ÷åðåç W ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
èíäåêñàìè. Åñëè, íàïðèìåð, îòêàæåò ýëåìåíò, îòâåòñòâåííûé çà
çîíó Z2, êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè îáëàñòåé, ïîêðûâàåìûõ

ýòîé çîíîé, òàêæå èçìåíÿòñÿ: âìåñòî W12 è W24 ïîëó÷èì ñîîòâåò-

ñòâåííî W1, W4 è ò. ï. Âñå êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè äëÿ îá-

ëàñòåé ïåðåñå÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èíäèâèäóàëüíî â êàæäîé
ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å.

Òàêîå ðàçáèåíèå îáëàñòè äåéñòâèÿ
ñèñòåìû èç n ýëåìåíòîâ íà ïîäîáëàñ-
òè ïðèâîäèò â ðåçóëüòàòå ê ÷èñëó îá-
ëàñòåé, ìåíüøåìó ÷åì 2n, ò. å. óïðî-
ùàåò âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòà ýô-
ôåêòèâíîñòè ñèñòåìû.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñ÷åò êîýôôèöèåí-
òà ýôôåêòèâíîñòè ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ýôôåê-
òèâíîñòè êàæäîé èç îáëàñòåé ñ ó÷å-

z1

z2

z3

z4

Рис. 7.7
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143§ 7.5. Система с перекрывающимися зонами действия

òîì èõ ïëîùàäè è èõ âçâåøåííîìó ñóììèðîâàíèþ. Ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ â ðåçóëüòèðóþùåé ñóììå äëÿ îáëàñòè Si áåç ïåðåêðûòèÿ S ñ

äðóãèìè çîíàìè ðàâíÿåòñÿ

di = siWipi. (7.22)

Ñîñòàâëÿþùàÿ äëÿ îáëàñòè, îáðàçîâàííîé ïåðåêðûòèåì çîí Zi è
Zj , ðàâíà

dij = sij[Wijpipj + Wipiqj + Wjqipj]. (7.23)

Ñîñòàâëÿþùàÿ äëÿ îáëàñòè, îáðàçîâàííîé ïåðåêðûòèåì çîí Zi, Zj

è Zk, ðàâíà

dijk = sijk[Wi jkpipj pk + Wikqipjpk + Wi jpiqj pk +

+ Wij pi pjqk + Wkqiqj pk + Wjqipjqk + Wipiqjqk (7.24)

è ò. ä.
Â âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåìàõ ïîÿâëåíèå áîëåå îäíîãî îòêàçà

ìàëîâåðîÿòíî, ïîýòîìó ìîæíî íàïèñàòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó
ïîòåðü â çîíå Zk â ñëó÷àå îòêàçà åå îñíîâíîãî ýëåìåíòà: ïîëíûå

ïîòåðè áóäóò â îáëàñòè Sk, à â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ïåðåêðûòèÿ ñ

äðóãèìè çîíàìè áóäåò ñîîòâåòñòâóþùåå ñíèæåíèå ýôôåêòèâíîñ-
òè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, ñ âåðîÿòíîñòüþ qk ïîòåðè â k-é çîíå õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ âåëè÷èíîé Q, ðàâíîé

Qk = skWk + sk(Wkj – Wk) + skji(Wkji – Wk) + ... . (7.25)

Ðåçóëüòèðóþùàÿ ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Qñèñò d  qkQk. (7.26)

Áåçóñëîâíî, ýòèìè ïðèìåðàìè ðàññìîòðåíèå ñèñòåì ñ ïåðå-
êðûâàþùèìèñÿ çîíàìè äåéñòâèÿ íå îãðàíè÷èâàåòñÿ.

∑
n

k = 1
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144 Глава 8. Оптимальное резервирование

Глава 8

Оптимальное резервирование

Рассматривается проблема распределения ресурсов для оп!
тимального обеспечения систем резервными элементами.
Предлагаются строгие и приближенные методы решения
этой задачи.

§ 8.1. ФОРМУЛИРОВКА ПРОБЛЕМЫ

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñëîæ-
íûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ðåçåðâèðîâàíèå. Îäíàêî âñåãäà âîçíèêàþò
âîïðîñû. ×òî ðåçåðâèðîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü? Êàêîé ðåçåðâ íå-
îáõîäèì? Êàê ðàöèîíàëüíåå âñåãî ðàñïðåäåëèòü ðåñóðñû ïîâûøå-
íèÿ íàäåæíîñòè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè? Ïîñëåäíèé âîïðîñ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ íàèáîëåå àêòóàëüíûì.

Âîçìîæíû äâå îñíîâíûõ ïîñòàíîâêè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðå-
çåðâèðîâàíèÿ.

(1) Ïóòåì ðåçåðâèðîâàíèÿ äîáèòüñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíî-
ãî çíà÷åíèÿ âûáðàííîãî ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû
ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îáùèå çàòðàòû, ñâÿçàí-
íûå ñ ââåäåíèåì ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ.

(2) Ïóòåì ðåçåðâèðîâàíèÿ äîñòè÷ü òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ ïî-
êàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû ïðè ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íûõ çàòðàòàõ íà ðåçåðâíûå ýëåìåíòû.

Математическая формулировка задачи оптимального
резервирования при одном ограничивающем факторе

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç n íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ.
Íàäåæíîñòü êàæäîãî i-ãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü ïîâûøåíà çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ i-ãî òèïà (ðèñ. 8.1). Îáîçíà÷èì
ïîëíîå ÷èñëî ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ â i-é ðåçåðâíîé ãðóïïå ÷åðåç xi.

8.1.1.
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145§ 8.1. Формулировка проблемы

Ðàññìîòðèì ïîêàçàòåëè íà-
äåæíîñòè òèïà âðåìåíè áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû (ÂÁÐ) èëè êî-
ýôôèöåíòà ãîòîâíîñòè (ÊÃ),
êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñò-
âóþùèõ âåðîÿòíîñòåé äëÿ îò-
äåëüíûõ ïîäñèñòåì. Îáîçíà-
÷èì ýòîò îáîáùåííûé ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè ÷åðåç Ri(xi), ãäå xi —
îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ i-é ðåçåðâíîé ãðóïïû. Ôóíêöèÿ Ri(xi) çà-
âèñèò îò òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîäñèñòåìà, êàêîâà ñòå-
ïåíü íàãðóæåííîñòè ðåçåðâà è îò äðóãèõ ôàêòîðîâ. Ðàçëè÷íûå
ôóíêöèè òàêîãî ðîäà ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ.

Ïóñòü èçâåñòíà òàêæå ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ýòèõ ýëåìåíòîâ
Ci(xi). Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âî âñåõ ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷àõ ëèíåéíî çàâèñèò îò ÷èñëà ýëåìåíòîâ:

Ci(xi) = cixi; (8.1)

çäåñü ci — ñòîèìîñòü îäíîãî ýëåìåíòà i-ãî òèïà*.
Èíîãäà â êà÷åñòâå îãðàíè÷èâàþùåãî ôàêòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ

íå ñòîèìîñòü, à âåñ èëè îáúåì ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ, îñîáåííî åñ-
ëè ïðîåêòèðîâùèê èìååò äåëî ñ òàêèìè îáúåêòàìè, êàê êîñìè÷å-
ñêèå êîðàáëè èëè ïîäâîäíûå ëîäêè. Âîçìîæíî ðàññìîòðåíèå è
íåñêîëüêèõ îãðàíè÷èâàþùèõ ôàêòîðîâ ñîâìåñòíî.

Çàäà÷à (1) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

Ri(xi)  Ci(xi) m Cäîï , (8.2)

ãäå Cäîï åñòü äîïóñòèìîå (çàäàííîå) îãðàíè÷åíèå íà ñóììàðíóþ
ñòîèìîñòü ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à (2) — îáðàòíàÿ — ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

Ci(xi)  Ri(xi) l Ròðåá , (8.3)

ãäå Ròðåá åñòü òðåáóåìîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû.

* Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò îäíîðàçîâîìó ñîçäàíèþ
êîìïëåêòà ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ. Îíà äåéñòâèòåëüíî ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ âìåñòå ñ ïîêàçàòåëåì òèïà ÂÁÐ. Îäíàêî ïðè íàëè÷èè âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ èëè èõ âîñïîëíåíèÿ èç âíåøíå-
ãî èñòî÷íèêà, êîãäà â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè âûáèðàåòñÿ
ñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè, èñïîëüçîâàíèå òàêîé ôóíê-
öèè ñòîèìîñòè âðÿä ëè ýêîíîìè÷åñêè êîððåêòíî.

1

x1

2

x2

n

xn

Рис. 8.1
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146 Глава 8. Оптимальное резервирование

Математическая формулировка 
задачи оптимального резервирования
при нескольких ограничивающих факторах

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òèïà

Ri(xi)  (xi) m , ... , (xi) m , (8.4)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ ïîêàçûâàåò òèï (íîìåð) îãðàíè÷èâàþùåãî
ôàêòîðà. Êàê óæå óïîìèíàëîñü, òàêèìè ðàçëè÷íûìè ôàêòîðàìè
ìîãóò áûòü ñòîèìîñòü, âåñ, ãàáàðèòû è ïð.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ïðè íåñêîëüêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íå èìååò ñòîëü
ïðîñòîé ôîðìóëèðîâêè, êàê â ñëó÷àå åäèíñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ.
Îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ òðå-
áóåìîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû, à îñòàëüíûå
ôàêòîðû íàõîäÿòñÿ â ïðèåìëåìîé çîíå. Íàïðèìåð, åñëè îãðàíè-
÷èâàþùèìè ôàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ñòîèìîñòü è âåñ ðåçåðâíûõ ýëå-
ìåíòîâ, à ñàìè ýòè äâà ôàêòîðà ïðîòèâîðå÷èâû, ò. å. óìåíüøåíèå
âåñà âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ñòîèìîñòè, òî îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïîêà-
çàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ëèáî ïðè î÷åíü
áîëüøîì ñóììàðíîì âåñå ðåçåðâà, ëèáî ïðè ñëèøêîì áîëüøîé åãî
ñòîèìîñòè. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü áîëüøå òÿæåëûõ, íî äåøåâûõ
ýëåìåíòîâ, ïðîèãðàâ â âåñå ñèñòåìû, à ìîæíî âçÿòü ëåãêèå, íî äî-
ðîãèå ýëåìåíòû, ïðîèãðàâ â ñòîèìîñòè. Îêîí÷àòåëüíûé âûáîð çà-
âèñèò îò õàðàêòåðà ñèñòåìû è åå ïðåäíàçíà÷åíèÿ. Òàê, äëÿ íàçåì-
íîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü áîëåå êðèòè÷åñêîé ñòîèìîñòü, à äëÿ
ïîäëîäêè — ñóììàðíûé îáúåì èëè âåñ ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ.

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà êîìïðîìèñ-
ñíîãî ðåøåíèÿ, ò. å. çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê многокритериальной оптими-

зации: íàõîæäåíèþ множества Парето. Ôîðìàëüíî ýòó çàäà÷ó ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

(xi), ... , (xi)  Ri(xi) l Ròðåá . (8.5)

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç MIN ïðîïèñíûìè áóêâàìè оптимизацию по

Парето. Òàêàÿ çàïèñü íóæäàåòñÿ â ïîÿñíåíèè. Òðåáóåìûé óðîâåíü
ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ìîæåò áûòü äîñòèãíóò íåñêîëüêèìè ïóòÿìè.

Íàïðèìåð, íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ X(1) = ( , ... , ),

X(2) = ( , ... , ),  ... , X(K) = ( , ... , ) îáåñïå÷èâàþò âû-

ïîëíåíèå óñëîâèÿ Ri(xi) l Ròðåá, äàâàÿ ïðè ýòîì ðàçëè÷íûå íàáî-

8.1.2.
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147§ 8.2. Метод множителей Лагранжа

ðû (xi), ... , (xi) çíà÷åíèé

îãðàíè÷èâàþùèõ ôàêòîðîâ. Âñå ýòè ðåøå-
íèÿ è îáðàçóþò множество Парето. Â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, äëÿ ñòîèìîñòè
C è âåñà W ìíîæåñòâî Ïàðåòî îáðàçóåò
íåêîòîðóþ îáîëî÷êó — ðèñ. 8.2.*

Êàæäîå èç ðåøåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñâîèì óíèêàëüíûì íàáîðîì çíà÷åíèé C è
W. Ôàêòè÷åñêè íà ýòîì ìàòåìàòè÷åñêàÿ
÷àñòü çàäà÷è çàêàí÷èâàåòñÿ. Íàñòóïàåò ìîìåíò, êîãäà âñòóïàåò â ñè-
ëó îòâåòñòâåííîå ëèöî: åãî çàäà÷à – ðåøèòü, êàêîé âàðèàíò ëó÷øèé.
Ýòî äåëî íåôîðìàëüíîå è î÷åíü ïåðñîíàëüíîå – çäåñü âñòóïàþò â ñè-
ëó èíîãäà ñàìûå íåîæèäàííûå êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ áàçèðóþ-
ùèåñÿ íà îïûòå, èíòóèöèè, à èíîãäà äàæå è íà âêóñå ýòîãî ëèöà.

§ 8.2. МЕТОД МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА

Ïåðâûå ïîïûòêè ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ
îïèðàëèñü íà ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Âî-
îáùå ãîâîðÿ, èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ìåòîäà â äàííîì ñëó÷àå íåêîð-
ðåêòíî, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, âñå ïåðåìåííûå â çàäà÷å îïòè-
ìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ïðèíèìàþò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, à
âî-âòîðûõ, îãðàíè÷åíèå èìååò âèä íåðàâåíñòâ, à íå ñòðîãèõ ðà-
âåíñòâ. Òåì íå ìåíåå ýòîò ìåòîä èíòåðåñåí è âàæåí, ïîñêîëüêó îí
â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò áûñòðî íàõîäèòü îöåíî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå âûñîêîíàäåæíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû, ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè ýëåìåíòîâ
êîòîðîé âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîðÿ÷åãî ðåçåðâèðîâàíèÿ
(ðèñ. 8.1). Öåëåâóþ ôóíêöèþ R(X) äëÿ òàêîé ñèñòåìû ìîæíî çà-
ïèñàòü ïðèáëèæåííî êàê

R(X) = Ri(xi) d 1 – Qi(xi), (8.6)

* Ìíîæåñòâî Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî èç íèõ íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå
áûëî áû çàâåäîìî ëó÷øå äàííîãî, ò. å. äàâàëî áû ëó÷øåå çíà÷åíèå
õîòÿ áû îäíîãî èç âûáðàííûõ ïîêàçàòåëåé è íå õóäøèå çíà÷åíèÿ
âñåõ îñòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé.
Ïàðåòî Â. (Pareto V., 1848—1923) — èòàëüÿíñêèé ñîöèîëîã è ýêî-
íîìèñò.
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148 Глава 8. Оптимальное резервирование

ãäå X = (x1, ... , xn) – íàáîð ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ âñåõ òèïîâ,

Ri(xi) — ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè i-é ðåçåðâíîé ãðóïïû, à Qi(xi) =

= 1 – Ri(xi). Ïîêàçàòåëåì íàäåæíîñòè Ri(xi) ìîæåò â äàííîì ñëó-

÷àå ñëóæèòü âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû èëè êîýôôèöèåíò
ãîòîâíîñòè, ò. å. ïîêàçàòåëü, êîòîðûé âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðî-
èçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé
ñèñòåìû.

Çàìåíèì çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè R(X) çàäà÷åé ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèè Q(X) = 1 – R(X). Â ñëó÷àå ãîðÿ÷åãî ðåçåðâà ñ xi

ðåçåðâíûìè ýëåìåíòàìè Qi(xi) = .

Ïîñòàâèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ:
íàéòè âåêòîð ñîñòàâà ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ X = (x1, ... , xn), äî-

ñòàâëÿþùèé

cixi   = Q0 , (8.7)

ãäå Q0 åñòü òðåáóåìîå çíà÷åíèå.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé

Ëàãðàíæà íóæíî çàïèñàòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (X) â âèäå

(X) = cixi + , (8.8)

ãäå — íåîïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà*, à çàòåì çàïè-
ñàòü ñèñòåìó (n + 1)-ãî óðàâíåíèé:

cixi +  = 0,  i = 1, 2, ... , n, (8.9)

 = Q0. (8.10)

Óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñâÿçè.
Â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì äëÿ ïåðâûõ n

óðàâíåíèé

ci + (lnqi)  = 0, (8.11)

îòêóäà ñëåäóåò

 = – . (8.12)

* Ìû èñïîëüçîâàëè ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå íåîïðåäåëåííîãî ìíî-
æèòåëÿ Ëàãðàíæà, ñíàáäèâ åãî çíàêîì òèëüäà. Íå ïóòàòü ñ èíòåí-
ñèâíîñòüþ îòêàçîâ!
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149§ 8.3. Метод покоординатного наискорейшего спуска

Îáîçíà÷èâ αi = –ci/lnqi, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (8.12) â óðàâíåíèå

ñâÿçè (8.10) íàõîäèì

 = – αi. (8.13)

Ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïîäñòàíîâêè (8.13) â (8.12):

 = Q0 , (8.14)

îòêóäà îêîí÷àòåëüíî èìååì

xi =  ln Q0 . (8.15)

Çàìåòèì, ÷òî â äðóãèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå ðåçåðâà
ïîëó÷èòü êàêèå-ëèáî ôîðìóëû â çàìêíóòîì âèäå íå óäàåòñÿ.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ðàññìîòðåí íàìè, ïîñêîëüêó îí
ïîìîãàåò ïîíÿòü âàæíûé ïðèíöèï, íà êîòîðîì áàçèðóåòñÿ метод

наискорейшего спуска, øèðîêî èñïîëüçóåìûé â èíæåíåðíîé ïðàê-
òèêå.

Ôèçè÷åñêè ïîÿñíèòü ñóòü ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòå-
ëåé äîñòàòî÷íî ïðîñòî, ðàññìîòðåâ ïðîöåññ ÷èñëåííîãî íàõîæäå-
íèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ. Èç (8.9) ñëå-
äóåò, ÷òî

/ cixi =  = ñonst (8.16)

äëÿ âñåõ i = 1, 2, ... , n. Ðåøåíèå ñîñòîèò â îäíîâðåìåííîì óâåëè-
÷åíèè âñåõ xi òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü óñëî-

âèå (8.16). Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
âûïîëíåíî óñëîâèå (8.10).

§ 8.3. МЕТОД ПОКООРДИНАТНОГО НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА

Общее описание метода

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ñ óñïåõîì èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä îï-
òèìèçàöèè, íàçûâàåìûé ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (ïîäúå-
ìà). Ýòîò ìåòîä ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
áëåìû îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ R(X)
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150 Глава 8. Оптимальное резервирование

óíèìîäàëüíà, ò. å. íå èìååò ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ìàêñèìó-
ìîâ). Ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8.3.

Èäåþ ìåòîäà ëó÷øå âñåãî ïîÿñíèòü ïðèìåðîì ñ íàèêðàò÷àé-
øèì ïîäúåìîì â òóìàíå íà âåðøèíó õîëìà èç íåêîòîðîé îïðåäå-
ëåííîé òî÷êè ó åãî îñíîâàíèÿ: êàæäûé øàã ââåðõ âûáèðàåòñÿ â
íàïðàâëåíèè íàèáîëåå êðóòîãî ïîäúåìà, ò. å. ìàêñèìàëüíîãî ãðà-
äèåíòà.

Ïîêîîðäèíàòíûé ñïóñê îòëè÷àåòñÿ îò ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà ðàçðåøåíî äâèæåíèå íå â ëþ-
áîì íàïðàâëåíèè, à ëèøü â íàïðàâëåíèè îäíîé èç êîîðäèíàò, ïî
êîòîðîé â äàííîé òî÷êå íàáëþäàåòñÿ íàèáîëüøåå îòíîñèòåëüíîå
ïðèðàùåíèå (ðèñ. 8.4), ïðè÷åì âåëè÷èíà øàãà ïðåäïîëàãàåòñÿ íå
áåñêîíå÷íî ìàëîé, à êîíå÷íîé. Ïðè ýòîì íå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû
äëèíà øàãà áûëà îäèíàêîâà ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì.

Применение метода к задаче
оптимального резервирования

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñèñòåìó. Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà
ñîñòîèò èç n ãðóïï îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ, íàäåæíîñòü êàæäîé
èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ïîâûøåíà ïóòåì ââåäåíèÿ ðåçåðâíûõ
ýëåìåíòîâ. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáåñïå÷åíèå ñèñòåìû çàïàñíû-
ìè ýëåìåíòàìè, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ãðóïïà —
ýòî ïîëíàÿ ñîâîêóïíîñòü îäíîòèïíûõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû: âñå ýëå-
ìåíòû i-ãî òèïà, èìåþùèåñÿ â ñèñòåìå, îáðàçóþò i-þ ãðóïïó. Åñ-
ëè æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ãîðÿ÷èé ðåçåðâ, òî ãðóïïû îäíîòèïíûõ
ýëåìåíòîâ ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû â àïïàðàòóðå òàê, ÷òî äëÿ
êàæäîé èç íèõ âîçìîæåí òîëüêî èíäèâèäóàëüíûé ðåçåðâ; òàêèå
ãðóïïû ðàññìàòðèâàþòñÿ íåçàâèñèìî.

Ïðîöåäóðà îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîøàãîâûé
ïðîöåññ, ãäå íà êàæäîì î÷åðåäíîì øàãå N ïðîâåðÿåòñÿ, äîáàâëå-

Рис. 8.3
x

y

0
Рис. 8.4

8.3.2.
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151§ 8.3. Метод покоординатного наискорейшего спуска

íèå êàêîãî èç ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ äàåò íàèáîëüøèé îòíîñèòåëü-
íûé ïðèðîñò â íàäåæíîñòè ñèñòåìû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri( ) ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè i-ãî ó÷àñòêà

ñ  ðåçåðâíûìè ýëåìåíòàìè ïîñëå N-òî øàãà ïðîöåññà íàèñêî-

ðåéøåãî ñïóñêà, ÷åðåç Ci( ) ñòîèìîñòü ýòèõ ðåçåðâíûõ ýëåìåí-

òîâ, ÷åðåç R(X(N)) ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè ñèñòåìû â öåëîì, à ÷å-

ðåç C(X(N)) åå ñòîèìîñòü; çäåñü X(N) = ( , ... , ). Òîãäà â

ïðåäïîëîæåíèè íåçàâèñèìîñòè îòêàçîâ ýëåìåíòîâ íà ðàçëè÷íûõ
ó÷àñòêàõ ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü:

R(N) = R(X(N)) = R( , ... , ) = R( ). (8.17)

Ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíà

C(N) = C(X(N)) = C( , ... , ) = ci . (8.18)

Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç  âåêòîð X(N) ñ èñêëþ÷åí-

íîé êîìïîíåíòîé , ò. å.

( ) = ( , ... , , ... , ( , ... , ).

Áóäåì òàêæå èìåòü â âèäó, ÷òî X(N) = ( , ). Íà N-ì øà-
ãå ïðîöåññà, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñôîðìóëèðîâàííûì ïðàâèëîì, äî-
áàâëÿåòñÿ ðåçåðâíûé ýëåìåíò ñ èíäåêñîì k, òàêèì, ó êîòîðîãî
ìàêñèìàëüíî çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîãî ïðèðàùåíèÿ:

( ) =  =

= .  (8.19)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü â (8.19) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

R( ,  + 1) – R(X(N)) = R(X(N)  – 1 . (8.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî (8.19) èíäåêñ k ìîæíî èñêàòü ïî óñëîâèþ

( ) =  . (8.21)
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Алгоритм решения задачи

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ñîñòî-
èò â ñëåäóþùèõ øàãàõ

(1) Ïåðåä ïåðâûì øàãîì â ñèñòåìå ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ íåò,

ò. å. (  = ... = ) = 0 èëè X(0) = 0.

1 (2) Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ   ( ) äëÿ âñåõ i = 1, 2, ... , n.

1 (3) Íàõîäèòñÿ ìàêñèìàëüíîå èç âñåõ çíà÷åíèé  ( ),
ïóñòü îíî èìååò èíäåêñ k.

1 (4) Âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå  =  + 1.

1 (5) Âñå îñòàëüíûå , i ≠ k, îñòàâëÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé, íî

ìåíÿþò âåðõíèé èíäåêñ:  º .

1 (6) Ñòðîèòñÿ íîâûé âåêòîð ñîñòàâà ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ ñèñ-

òåìû X(1) = ( , ).

1 7) Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå R(X(1)).
1 (8) Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå C(X(1)).

1 (9) Âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå ( ).

(10) Âñå îñòàëüíûå , ( ), i ≠ k, îñòàâëÿþòñÿ áåç èçìåíå-

íèé, íî ìåíÿþò âåðõíèé èíäåêñ: ( ) º ( ).

(11) GOTO (3).

ПРАВИЛО ОСТАНОВКИ

■ Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ X(N)

äîñòèãàåòñÿ íà øàãå N òàêîì, ïðè êîòîðîì

C(X(N)) m C0 < C(X(N + 1)). (8.22)

Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå R(X(N)) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íûì ïîêàçàòåëåì íàäåæíîñòè ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ îãðàíè-
÷åíèÿõ íà ñóììàðíóþ ñòîèìîñòü ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ.

■ Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ X(N)

äîñòèãàåòñÿ íà øàãå N òàêîì, ïðè êîòîðîì

R(X (N – 1)) < R0 m R(X(N)). (8.23)

Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå C(X(N)) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íîé ñóììîé çàòðàò íà ðåçåðâíûå ýëåìåíòû ïðè óñëîâèè äîñòè-
æåíèÿ òðåáóåìîãî ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû â öåëîì.

8.3.3.

x1
0( ) xn

0( )

γi
0( ) xi

0( )

γk0( ) xi
0( )

xk
1( ) xk

0( )

xi
0( )

xi
0( ) xi

1( )

Xk
0( ) xk

1( )

γk1( ) xk
1( )

γi
0( ) xi

0( )

γi
0( ) xi

0( ) γi
1( ) xi

1( )
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 Ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç øåñòè ýëåìåíòîâ ñ õà-
ðàêòåðèñòèêàìè, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 8.1.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ÷èñëî ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ñèñòåìû,
åñëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ðàâíî t0 = 1000 ÷, äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

(1) òðåáîâàíèå ïî âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ðàâíî 0.9995;
(2) äîïóñòèìûå çàòðàòû íà ðåçåðâíûå ýëåìåíòû ñîñòàâëÿþò 70 ñòîèìî-

ñòíûõ åäèíèö (ñò. åä.).
Ðåçåðâ ïðåäïîëàãàåòñÿ õîëîäíûì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ îáåñïå÷åíèÿ

ñèñòåìû çàïàñíûìè ýëåìåíòàìè.

Íàõîäèì äëÿ âñåõ ðåçåðâíûõ ãðóïï çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåò-
ðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

ai = λinit0:

a1 = 1•10–5•5•1000 = 0.05; a2 = 1•10–5•10•1000 = 0.1;

a3 = 1•10–5•5•1000 = 0.05; a4 = 1•10–5•10•1000 = 0.1;

a5 = 8•10–5•5•1000 = 0.4; a6 = 8•10–5•10•1000 = 0.8.

Ôîðìóëà ðàñ÷åòà âåðîÿòíîñòè xi îòêàçîâ â êàæäîé ðåçåðâíîé ãðóïïå â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà èìååò âèä

qi(k) = exp(–λinit0). (8.24)

Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí qi(xi), ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì Microsoft Excel,
ñâåäåíû â òàáë. 8.2, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Qi(xi) . Qi(xi + 1) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ xi, ïîýòîìó
âîçìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå

γi(xi) d . (8.25)

Таблица 8.1

Íîìåð
ýëåìåíòà

×èñëî
ýëåìåíòîâ, nk

Èíòåíñèâíîñòü
îòêàçîâ, λk
(10–5 1/÷)

Ñòîèìîñòü
ýëåìåíòà, ck

1 05 1 1

2 10 1 1

3 05 1 8

4 10 1 8

5 05 8 1

6 10 8 1

ПРИМЕР 8.1.

Решение

λinit0( )k

k!
------------------------

qi xi( )
ci

----------------
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Таблица 8.2*

Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, íà áàçå òàáë. 8.2 ñîñòàâèì òàáë. 8.3 îòíîñèòåëüíûõ
ïðèðàùåíèé. Â íåé â ïðàâûõ âåðõíèõ óãëàõ ÿ÷ååê ïðîñòàâëåíû íîìåðà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ øàãîâ ïîêîîðäèíàòíîãî íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Îñòàíîâèì ðå-
øåíèå íà 22-ì øàãå: ñîîòâåòñòâóþùèå ÿ÷åéêè çàêðàøåíû ñåðûì öâåòîì. Ðå-
øåíèåì çàäà÷è íà ýòîì øàãå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé íàáîð ðåçåðâíûõ ýëåìåí-
òîâ: x1 = 3; x2 = 4; x3 = 3; x4 = 3; x5 = 5; x6 = 6.

 Èñïîëüçóÿ òàáë. 8.2, íàõîäèì, ÷òî íåíàäåæíîñòü
ñèñòåìû, ðàâíàÿ ñóììå çíà÷åíèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàõ ýòîé òàáëèöû,
åñòü

Q(22) = 1.98•10–5 + 3.77•10–6 + 1.98•10–5 +
+ 5.72•10–6 + 1.98•10–5 + 1.64•10–4 = 2.68•10–4,

÷òî óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì ñôîðìóëèðîâàííûì â óñëîâèè çàäà÷è. Ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî, èñïîëüçóÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, óëó÷øèòü ðåøåíèå íåëüçÿ.

 Òåïåðü íàì íóæíî íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ
ñëó÷àÿ (2) — ñîñòàâèì òàáë. 8.4 âîçðàñòàíèÿ ñòîèìîñòè ðåçåðâíûõ ãðóïï ïî
ìåðå óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì îïÿòü â òàáë. 8.3 îñòà-
íîâêó íà 22-ì øàãå. Ïðîâåðèì, ÷åìó ðàâíà ñóììà ñòîèìîñòåé, ñòîÿùèõ â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ÿ÷åéêàõ òàáë. 8.4. Ïîäñ÷èòàâ, íàõîäèì çíà÷åíèå, ðàâíîå 76
ñò. åä., ÷òî ïðåâûøàåò äîïóñòèìîå çíà÷åíèå. Ïðîâåðÿåì, êàêîé ýëåìåíò áûë
äîáàâëåí íà ïîñëåäíåì 22-ì øàãå: èì îêàçûâàåòñÿ 3-é ýëåìåíò. Èñêëþ÷àåì
åãî è ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå 68 ñò. åä., ò. å. ðåøåíèå x1 = 3; x2 = 4; x3 = 2;

x4 = 5; x6 = 7.

* Çäåñü è äàëåå çàïèñü E – MN îçíà÷àåò 10–MN, íàïðèìåð 1.98Å–05 =

= 1.98•10–5; 1.94Å–11 = 1.94•10–11.

xi q1(x1) q2(x2)    q3(x3)  * q4(x4) q5(x5) q6(x6)

0 0.047655 0.090555 0.047655 0.090555 0.268555 0.359555

1 0.001195 0.004525 0.001195 0.004525 0.053655 0.144555

2 1.98E–05 0.000151 1.98E–05 0.000151 0.007155 0.038355

3 2.48E–07 3.77E–06 2.48E–07 3.77E–06 0.000715 0.007675

4 2.48E–09 7.54E–08 2.48E–09 7.54E–08 5.72Å–05 0.001235

5 2.06E–11 1.26E–09 2.06E–11 1.26E–09 3.81Å–06 0.000164

6 1.47E–13 1.8E–115 1.47E–13 1.8E–115 2.18Å–07 1.87Å–05

7 9.22E–16 2.24E–13 9.22E–16 2.24E–13 1.09Å–08 1.87Å–06

8 5.12E–18 2.49E–15 5.12Å–18 2.49E–15 4.84Å–10 1.66Å–07

9 2.56E–20 2.49E–17 2.56E–20 2.49E–17 1.94Å–11 1.33Å–08

Решение обратной задачи.

Решение прямой задачи.
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Таблица 8.3

Таблица 8.4

xi γ1(x1) γ2(x2) γ3(x3) γ4(x4) γ5(x5) γ6(x6)

1 ¹2
0.0464

¹1
0.086

¹8
0.0058

¹5
0.0107

¹4
0.0268

¹3
0.027

2 ¹11
0.00117

¹9
0.00437

¹ 15
0.000146

¹14
0.000547

¹ 7
0.00581

¹6
0.0132

3 ¹17
1.96E–05

¹14
0.000147

¹22
2.45Å–06

¹18
1.84Å–05

¹13
0.000804

¹10
0.003834

4 ¹26
2.45E07

¹21
3.69E–06 3.07Å–08

¹24
4.62Å–07

¹16
8.22E–05

¹ 12
0.000805

5
2.46E–09 7.41 Å–08 3.07Å–10 9.27Å–09

¹20
6.67E–06

¹15
0.000133

6
2.05E–11 1.24Å–09 2.56Å–12 1.55Å–10

¹25
4.49E–07

¹19
1.82Å–05

7
1.47E–13 1.77Å–11 1.83Å–14 2.22Å–12 2.59E–08

¹23
2.10Å–06

8
9.16E–16 2.22Å–13 1.15Å–16 2.77Å–14 1.30E–09

¹27
2.13Å–07

9 5.09E–18 2.47Å–15 6.37Å–19 3.09Å–16 5.81E–11 1.91Å–08

xi C1(x1) C2(x2) C3(x3) C4(x4) C5(x5) C6(x6)

0 0 0 00 00 0 0

1 1 1 08 08 1 1

2 2 2 16 16 2 2

3 3 3 24 24 3 3

4 4 4 32 32 4 4

5 5 5 40 40 5 5

6 6 6 48 48 6 6

7 7 7 56 56 7 7

8 8 8 64 64 8 8

9 9 9 72 72 9 9
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Приближенное решение

Åñëè ïîñòðîèòü òàáëèöû ñ ïîøàãîâûì ðåøåíèåì (ñì. òàáë. 8.3),
òî ìîæíî çàìåòèòü ñëåäóþùèé î÷åâèäíûé ôàêò: íà ëþáîì øàãå
ïðîöåññà ïîêîîðäèíàòíîãî íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà äëÿ âñÿêîãî òå-
êóùåãî øàãà N ñóùåñòâóåò âåëè÷èíà γ* òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ i = 1,
2, ... , n âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

 m γ* m . (8.26)

Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ òàáë. 8.3, ãäå çíà-
÷åíèÿ γ(N), ðàñïîëîæåííûå â ÿ÷åéêàõ, çàêðàøåííûõ ñåðûì öâå-
òîì, ìåíüøå ëþáûõ çíà÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ âûøå, è áîëüøå
çíà÷åíèé, ðàñïîëîæåííûõ íèæå.

Ïî ïîñòðîåíèþ ïðîöåññà íà âñÿêîì øàãå ìîæíî ïðèáëèæåííî
ïîëîæèòü:

 d  d ... d  d γ*
 . (8.27)

Çàìåòèì, ÷òî â ìåòîäå íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ïðè äîïóùåíèè íåïðåðûâíîñòè xi âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

(8.16) ðàâíû âåëè÷èíå .
Åñëè ýëåìåíòû ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âûñîêîíàäåæíû, ò. å.

qi n 1, òî ïðàêòè÷åñêè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ xi âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå Qi(xi + 1) n Qi(xi). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

γi(xi) =  = . (8.28)

Ïðèìåíèâ (8.28) ê (8.27), ïîëó÷àåì

ciγ = Qi(xi), (8.29)

÷òî ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî i äàåò

γ = Q0/ ci. (8.30)

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè (8.30) â (8.29) èìååì ðåøåíèå äëÿ i-é
ðåçåðâíîé ãðóïïû â íåÿâíîì âèäå:

Qi(xi) = Q0 ci/ ci . (8.31)

Ìû ñôîðìóëèðîâàëè ïðàâèëî äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ.

Åñëè òðåáîâàíèÿ ê íàäåæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîé ñèñòåìû çà-
äàíû â âèäå P0, òî ñëåäóåò íàéòè êâîòó íåíàäåæíîñòè íà
êàæäûé òèï ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ ïî ôîðìóëå (8.31), à ïîòîì
ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî xi.

8.3.4.

γi
N( ) γi

N( )+ 1

γ1
N( ) γ2

N( ) γn
N( )

λf

1 m i m n
max

Qi x1( ) – Qi xi + 1( )
ciRi xi( )

-------------------------------------------------------
Qi xi( )

ci
-----------------

∑
n

i = 1

 

 
 ∑

n

i = 1
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 Ðàññìîòðèì òó æå ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñèñòåìó, ÷òî è â ïðèìåðå
8.1 (òàáë. 8.1.). Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ÷èñëî ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ
äëÿ ñèñòåìû, åñëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ðàâíî t0 = 10 000 ÷, à òðåáî-
âàíèå ïî âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ðàâíî 0.9995. Ðåçåðâ
ïðåäïîëàãàåòñÿ õîëîäíûì.

 Ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü â ÷åòâåðòîé êîëîíêå òàáëèöû ñîñòàâëÿåò
20 ñò. åä. Íàõîäèì ñíà÷àëà êâîòû íåíàäåæíîñòè äëÿ ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà
ïî ôîðìóëå (7.29):

Q1 = 0.0005•0.05 = 25•10–6; Q2 = 0.0005•0.05 = 25•10–6;

Q3 = 0.0005•0.4 = 200•10–6; Q4 = 0.0005•0.4 = 200•10–6;

Q5 = 0.0005•0.05 = 25•10–6; Q6 = 0.0005•0.05 = 25•10–6.

Ïðè ðàñ÷åòå íàäåæíîñòè êàæäîé ãðóïïû ñ xi çàïàñíûìè ðåçåðâíûìè ýëå-
ìåíòàìè îïÿòü èñïîëüçóåì ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Íàõîäèì äëÿ âñåõ ðåçåðâíûõ ãðóïï âåëè÷èíû a = λinit0:

a1 = 1•10–5•5•1000 = 0.05; a2 = 1•10–5•10•1000 = 0.1;

a3 = 1•10–5•5•1000 = 0.05; a4 = 1•10–5•10•1000 = 0.1;

a5 = 8•10–5•5•1000 = 0.4; a6 = 8•10–5•10•1000 = 0.8.

Â òàáë. 8.5 ñâåäåíû òå æå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Qi(xi), ÷òî è â òàáë. 8.2.
Â êàæäîì ñòîëáöå ñåðûì öâåòîì çàêðàøåíà ÿ÷åéêà, ãäå çíà÷åíèå Qi(xi) ñòà-
íîâèòñÿ âïåðâûå ìåíüøå êâîò, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîìåùåíû â ïîñëåäíåé
ñòðîêå òàáëèöû. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå (÷èñëî íåîáõîäèìûõ ðåçåðâíûõ

ПРИМЕР 8.2.

Решение.

Таблица 8.5

xi Q1(x1) Q2(x2) Q3(x3) Q4(x4) Q5(x5) Q6(x6)

1 0.047600 0.090500 0.047600 0.090500 0.268000 0.359000

2 0.001190 0.004520 0.001190 0.004520 0.053600 0.144000

3 1.98E–05 0.000151 1.98E–05 0.000151 0.007150 0.038300

4 2.48E–07 3.77E–06 2.48E–07 3.77E–06 0.000715 0.007670

5 2.48E–09 7.54E–08 2.48E–09 7.54E–08 5.72Å–05 0.001230

6 2.06E–11 1.26E–09 2.06E–11 1.26E–09 3.81Å–06 0.000164

7 1.47E–13 1.8E–110 1.47E–13 1.8Å–110 2.18Å–07 1.87Å–05

8 9.22E–16 2.24E–13 9.22E–16 2.24E–13 1.09Å–08 1.87Å–06

9 5.12E–18 2.49E–15 5.12E–18 2.49E–15 4.84Å–10 1.66Å–07

10 2.56E–20 2.49E–17 2.56E–20 2.49E–17 1.94Å–11 1.33Å–08

Êâîòà 25 × 10–6 25 × 10–6 200 × 10–6 200 × 10–6 25 × 10–6 25 × 10–6
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ýëåìåíòîâ) ñ÷èòûâàåòñÿ â êàæäîì ñòîëáöå â çàêðàøåííûõ ÿ÷åéêàõ. Ðåçóëü-
òàò ðåøåíèÿ: x1 = 4; x2 = 4; x3 = 3; x4 = 3; x5 = 6; x8 = 8. Êàê íåòðóäíî ïîä-
ñ÷èòàòü ïî òàáë. 8.5, ýòîìó íàáîðó ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò âåðî-
ÿòíîñòü îòêàçà 0.00018.

Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå âûøå òðåáóåìîãî è ïðè ýòîì õóæå òîãî, ÷òî áûëî
ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Ýòî åñòåñòâåííîå
ñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ òîëüêî öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ïðè
ôèêñèðîâàííûõ êâîòàõ íà êàæäûé òèï ýëåìåíòîâ.

 îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ óäîáíåå âñåãî ïðîâî-
äèòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñðàâíåíèé (ìåòîäîì âèëêè). Âûáèðàåì

íåêîòîðûé óðîâåíü , íàõîäèì äëÿ íåãî ðåøåíèÿ , ... ,  è âû÷èñ-

ëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå C(1). Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

(1) åñëè C(1) < C0, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìåþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ðåñóðñû;

âûáèðàåì íîâóþ êâîòó ,  < , è ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó;

(2) åñëè C(1) > C0, òî ýòî îçíà÷àåò ïåðåðàñõîä îòâåäåííûõ ðåñóðñîâ; âû-

áèðàåì íîâóþ êâîòó ,  < , è ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó.

Ïîñëå âòîðîãî øàãà ìû èìååì äâà çíà÷åíèÿ C(1) è C(2). Åñëè ðåøåíèå íå
ïîëó÷åíî, òî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèé øàã, êîòîðûé âûáèðàåòñÿ òàê, êàê ýòî ïî-
ÿñíåíî â òàáë. 8.6. Òàêàÿ ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò
íàéäåíî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì.

§ 8.4. МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Описание метода

Суть метода динамического программирования* заключается в поша!
говой процедуре отыскания условных оптимальных решений, которая
приводит на последнем шаге к нахождению абсолютного оптимума.

* Ìåòîä ðàçðàáîòàí àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ð. Áåëëìàíîì (Bel-
lman R. E., 1920—1984), ïîýòîìó ÷àñòî èìåíóåòñÿ ìåòîäîì Áåë-
ëìàíà.

Таблица 8.6

C(1) < C0

C(2) < C0
 < 

C(2) > C(0)
 <  < 

C(1) > C0

C(2) < C0
 < 

C(2) > C0
 <  < 

Q 3( )
0 Q 2( )

0

Q 2( )
0 Q 3( )

0 Q 1( )
0

Q 3( )
0 Q 2( )

0

Q 2( )
0 Q 3( )

0 Q 1( )
0

Решение прямой задачи

Q 1( )
0 x1

1( ) x1
1( )

Q 2( )
0 Q 2( )

0 Q 1( )
0

Q 2( )
0 Q 2( )

0 Q 1( )
0

8.4.1.

2024740v1.fm  Page 158  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



159§ 8.4. Метод динамического программирования

Öåëåâûå ôóíêöèè â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ
îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ óíèìîäàëüíûìè.

Ôîðìàëüíî ïðÿìàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ çà-
ïèñûâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

fn(R0) =  cnxn + fn – 1 . (8.32)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì min ñòîÿò äâå ôóíêöèè, îäíà èç íèõ,
cnxn, èçâåñòíà. Âòîðàÿ ôóíêöèÿ äàåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ îñ-

òàëüíûõ (n – 1) ïîäñèñòåì ïðè óñëîâèè, ÷òî íà n-þ ïîäñèñòåìó çà-
òðà÷åíî cnxn ñò. åä. Åñëè áû áûëà èçâåñòíà è ôóíêöèÿ fn – 1, òî ðå-

øåíèå áûëî áû î÷åâèäíî.
Îäíàêî ôóíêöèÿ fn – 1 íåèçâåñòíà, åå ñíà÷àëà íóæíî ïîñòðîèòü

íà îñíîâàíèè ôóíêöèè fn – 2, êîòîðàÿ òîæå íåèçâåñòíà! Ïîýòîìó

íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé è çàòåì
íà÷àòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ êîíöà.

Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà ñêëàäûâàåòñÿ è äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è îï-
òèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ. Çäåñü íåîáõîäèìî ðåøèòü ôóíêöèî-
íàëüíîå óðàâíåíèå òèïà

fn(C0) = {Rn(xn)•fn – 1(C0 – cnxn)}. (8.33)

Â ïðàâîé ÷àñòè ïîä çíàêîì max ñòîÿò äâå ôóíêöèè, îäíà íèõ,
Rn(xn), èçâåñòíà. Âòîðàÿ ôóíêöèÿ äàåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿ

îñòàëüíûõ (n – 1) ïîäñèñòåì ïðè óñëîâèè, ÷òî íà íèõ îñòàëàñü
âîçìîæíîñòü çàòðàòèòü (C0 – cnxn) ñò. åä.

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñò-
âó õîðîøî îðãàíèçîâàííûì ïåðåáîðîì ñ ïîýòàïíûì îòñåâîì
íåïåðñïåêòèâíûõ âàðèàíòîâ.

Модифицированный метод
динамического программирования

Ïîÿñíèòü ïðîöåäóðó äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðîùå è
óäîáíåå íà åãî ìîäèôèêàöèè*, алгоритме Кеттелля. Ñóòü ýòîãî ìåòî-
äà òàêîâà. Ðàññìîòðèì äâå êàêèå-ëèáî ïîäñèñòåìû, íàïðèìåð n-þ
è (n – 1)-þ. Ñîñòàâèì ïðåäâàðèòåëüíî äëÿ êàæäîé èç íèõ òàáëèöó
âèäà òàáë. 8.7.

* Ìåòîä ðàçðàáîòàí àìåðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Äæ. Êåòòåëëåì.

Rn(x) l R0
min

xn = 0, 1, 2, ...

 

 

 R0

Rn xn( )
-------------------- 

 




0 m cnxn m C0
max

xn = 0, 1, 2, ...

8.4.2.
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Таблица 8.7

Äàëåå ïîñòðîèì òàáë. 8.8, â êîòîðóþ ñâåäåì âñå âîçìîæíûå
ïàðíûå êîìáèíàöèè ýòèõ äâóõ ñèñòåì; â íåé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
R(K,N) = Rn(K)•Rn – 1(N) ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè îòêàçîâ

ïîäñèñòåì.
Èç òàáë. 8.8, íàõîäÿò доминирующую последовательность, êîòî-

ðîé ïðèíàäëåæàò âñå åå ÿ÷åéêè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñëå-
äóþùåé ïðîöåäóðû.

■ Ïóñòü íåêîòîðàÿ ÿ÷åéêà âêëþ÷åíà â äîìèíèðóþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîä íîìåðîì N. Îòûñêèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ÿ÷åé-
êà, ó êîòîðîé çíà÷åíèå ñòîèìîñòè âûøå.

■ Åñëè ïðè ýòîì åå ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè íèæå, ÷åì â N-é
ÿ÷åéêå, òî îíà èñêëþ÷àåòñÿ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, è
ïðîöåäóðà ïðîäîëæàåòñÿ.

■ Åñëè æå ïîêàçàòåëü íàäåæíîñòè â ñëåäóþùåé ÿ÷åéêå âûøå,
÷åì â N-é ÿ÷åéêå, òî ýòà íîâàÿ ÿ÷åéêà âêëþ÷àåòñÿ â äîìèíè-
ðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Таблица 8.8

xi 0 1 2 3 ...

Ri(xi) Ri(0) Ri(1) Ri(2) Ri(3) ...

Ci(xi) 0 ci 2ci 3ci ...

n – 1 n = 0 n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 ...

0 0
R(0,0)

cn
R(0, 1)

2cn
R(0, 2)

3cn
R(0, 3)

4cn
R(0, 4)

...

1 cn – 1

R(1, 0)

cn – 1 + cn
R(1, 1)

cn – 1 + 2cn
R(1, 2)

cn – 1 + 3cn
R(1, 3)

cn – 1 + 4cn
R(1, 4)

...

2 2cn – 1

R(2, 0)

2cn – 1 + cn
R(2, 1)

2cn – 1 + 2cn
R(2, 2)

2cn – 1 + 3cn
R(2, 3)

2cn – 1 + 4cn
R(2, 4)

...

3 3cn – 1

R(3, 0)

3cn – 1 + cn
R(3, 1)

3cn – 1 + 2cn
R(3, 2)

3cn – 1 + 3cn
R(3, 3)

3cn – 1 + 4cn
R(3, 4)

...

4 4cn – 1

R(4, 0)

4cn – 1 + cn
R(4, 1)

4cn – 1 + 2cn
R(4, 2)

4cn – 1 + 3cn
R(4, 3)

4cn – 1 + 4cn
R(4, 4)

...

... ... ... ... ... ... ...
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Èíûìè ñëîâàìè, åñëè ðàçìåñòèòü
âñå ïàðû (C, R), ïîìåùåííûå â ÿ÷åé-
êàõ òàáë. 8.8, íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 8.5),
òî ÷ëåíû äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îáðàçóþò ìîíîòîííóþ îáî-
ëî÷êó.

Èòàê, ïîëó÷åíà ïåðâàÿ äîìèíèðóþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ äâóõ ïîä-
ñèñòåì

{( , ; ), ( , ; ), ..., ( , ; ), ...}; (8.34)

çäåñü — âåêòîð, â êîòîðûé âõîäèò ÷èñëî ýëåìåíòîâ n-ãî è
(n – 1)-ãî òèïîâ äëÿ k-ãî ÷ëåíà äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè íà 1-ì øàãå ïðîöåññà. Èíûìè ñëîâàìè, âåêòîð  ñîäåðæèò
êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêè òàáë. 8.8.

Ê âíîâü ïîëó÷åííîé äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè-
ìåíèì îïÿòü ïðåæíþþ ïðîöåäóðó, èñïîëüçóÿ íà ñëåäóþùåì øàãå
(n – 2)-þ ïîäñèñòåìó, è ñîñòàâèì òàáë. 8.9. Çäåñü â çàãîëîâêàõ êî-
ëîíîê ñòîÿò íîìåðà, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðÿäêîâûì íîìåðàì ÷ëå-
íîâ äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç òàáë. 8.9. Ýòè íîìåðà
ïîìå÷åíû çâåçäî÷êîé.

Ê òàáë. 8.9 ïðèìåíÿåòñÿ âíîâü ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äîìèíè-
ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ïîñëåäíåì øàãå ðàññìîòðåííîãî

C

R

0

1

Рис. 8.5

c1
* R1

* Y1
1( ) c2

* R2
* Y2

1( ) ck
* Rk

* Yk
1( )

Yk
1( )

Yk
1( )

Таблица 8.9

ck 1* 2* 3* 4* 5* ...

0

R(0, 1*) R(0, 2*) R(0, 3*) R(0, 4*) R(0, 5*)

...

1  + cn – 2

R(1, 1*)

 + cn – 2

R(1, 2*)

 + cn – 2

R(1, 3*)

 + cn – 2

R(1, 4*)

 + cn – 2

R(1, 4)

...

2  + 2cn – 2

R(2, 1*)

 + 2cn – 2

R(2, 2*)

 + 2cn – 2

R(2, 3*)

 + cn – 2

R(2, 4*)

2  + 2cn – 2

R(2, 4)

...

3  + 3cn – 2

R(3, 1*)

 + 3cn – 2

R(3, 2*)

 + 3cn – 2

R(3, 3*)

 + 3cn – 2

R(3, 4*)

 + 3cn – 2

R(3, 4)

...

4  + 4cn – 2

R(4, 1*)

 + 4cn – 2

R(4, 2*)

 + 4cn – 2

R(4, 3*)

 + 4cn – 2

R(4, 4*)

2  + 4cn – 2

R(4, 4)

...

... ... ... ... ... ... ...

c1
* c2

* c3
* c4

* c5
*

c1
* c2

* c3
* c4

* c5
*

c1
* c2

* c3
* c4

* c5
*

c1
* c2

* c3
* c4

* c5
*

c1
* c2

* c3
* c4

* c5
*
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ïðîöåññà îêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåííîé îêîí÷àòåëüíàÿ äîìèíèðóþ-
ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

( , , ), ( , , ), ( , , ), ... ,( , , , ... , 

(8.35)

ãäå â  ñîäåðæèòñÿ âñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ
êàæäîãî òèïà èñïîëüçîâàíî â äàííîì âàðèàíòå. Äåéñòâèòåëüíî,

 ñîäåðæèò  è ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ;  ñî-

äåðæèò  è ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð , è ò. ä.
Äîìèíèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-

êóïíîñòü íåóëó÷øàåìûõ ðåøåíèé (ìíîæåñòâî Ïàðåòî).
Äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ

(ìèíèìèçàöèè ñòîèìîñòè ïðè çàäàííîì ïîêàçàòåëå íàäåæíîñòè)
âûáèðàåòñÿ ÷ëåí k-é äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîé,

÷òî  l R0, a  < R0, ïðè ýòîì ñòîèìîñòü ñèñòåìû áóäåò Ck, à

÷èñëî ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà ñîäåðæèòñÿ â âåêòîðå .
Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ (ìàê-

ñèìèçàöèÿ íàäåæíîñòè ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñóììàðíóþ ñòî-
èìîñòü ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ ñâîäèòñÿ ê âûáîðó k-ãî ÷ëåíà äîìè-

íèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêîãî, ÷òî k m C0, à k + 1 > C0,

ïðè ýòîì íàäåæíîñòü òàêîé ñèñòåìû áóäåò k, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ

êàæäîãî òèïà ñîäåðæèòñÿ â âåêòîðå .

Ïðîöåäóðó ëó÷øå âñåãî ïîÿñíèòü ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíîãî ÷èñ-
ëîâîãî ïðèìåðà.

 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ÷åòû-
ðåõ ðåçåðâíûõ ãðóïï (ïîäñèñòåì) ñ õîëîäíûì ðåçåðâîì. Õàðàêòåðèñòèêè
ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ïðèâåäåíû â òàáë. 8.10.

Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ÷èñëî ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ñèñòåìû,
åñëè âðåìÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè ðàâíî t0 = 1000 ÷, äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ:

(1) òðåáîâàíèå ïî âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ðàâíî 0,999;
(2) äîïóñòèìûå çàòðàòû íà ðåçåðâíûå ýëåìåíòû ñîñòàâëÿþò 30 ñò. åä.

 Ñîñòàâèì òàáëèöó, ñîäåðæàùóþ çíà÷åíèÿ Qi(xi) è ci(x) äëÿ êàæ-
äîé ðåçåðâíîé ãðóïïû (òàáë. 8.11). Çàòåì ïîñòðîèì äîìèíèðóþùèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ.

Èìåþòñÿ äâà ñïîñîáà ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ äîìèíèðóþùèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïåðâûé èç íèõ îïèñàí âûøå è ïðåäñòàâëåí äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî â ïðèìåðå ñëó÷àÿ íà ðèñ. 8.6, à. Âòîðîé ñïîñîá — äèõîòîìè÷åñêîå
ñâîðà÷èâàíèå ïîäñèñòåì, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 8.6, á.

C1
f R1

f
Y1
n( ) C2

f R2
f

Y2
n( ) C3

f R3
f

Y3
n( ) Ck

f Rk
f

Yk
n( )

Yk
n( )

Yk
n( ) xk

n( ) Yk
n– 1( ) Yk

n– 1( )

xk
n– 1( ) Yk

n– 2( )

Rk
f Rk– 1

f

Yk
n( )

C
f

C
f

Rf

Yk
n( )
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Решение.
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163§ 8.4. Метод динамического программирования

Таблица 8.10

Таблица* 8.11

* Â êàæäîé ÿ÷åéêå òàáëèöû âåðõíåå ïîëóæèðíîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâó-
åò ñòîèìîñòè, íèæíåå, ñâåòëîå — íàäåæíîñòè.

Íîìåð
ýëåìåíòà

×èñëî
ýëåìåíòîâ, nk

Èíòåíñèâíîñòü 
îòêàçîâ,

λk (10–5 1/÷)

Ñòîèìîñòü
ýëåìåíòà, ck

1 15 1 8

2 10 1 8

3 15 8 1

4 10 8 1

xi 1-ÿ ãðóïïà 2-ÿ ãðóïïà 3-ÿ ãðóïïà 4-ÿ ãðóïïà

0
0

0.0476
0

0.0905
0

0.268
0

0.359

1
8

0.00119
8

0.00452
1

0.0536
1

0.144

2
16

1.98Å–05
16

0.000151
2

0.00715
2

0.0383

3
24

2.48Å–07
24

3.77Å–06
3

0.000715
3

0.00767

4
32

2.48Å–09
32

7.54Å–08
4

5.72Å–05
4

0.00123

5
40

2.06Å–11
40

1.26Å–09
5

3.81Å–06
5

0.000164

6
48

1.47Å–13
48

1.8Å–11
6

2.18Å–07
6

1.87Å–05

7
56

9.22Å–16
56

2.24Å–13
7

1.09Å–08
7

1.87Å–06

8
64

5.12Å–18
64

2.49Å–15
8

4.84Å–10
8

1.66Å–07

9
72

2.56Å–20
72

2.49Å–17
9

1.94Å–11
9

1.33Å–08
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164 Глава 8. Оптимальное резервирование

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå, îñîáåííî ïðè ðó÷íîì ñ÷åòå, âòîðîé ñïîñîá îêà-
çûâàåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Ìû ïðèìåíèì åãî ïðè ðåøåíèè äàííîãî ïðèìå-
ðà. Èòàê, ïîñòðîèì ñíà÷àëà äîìèíèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ 1-é è 2-
é ïîäñèñòåì è ñâåäåì åå â òàáë. 8.12. Çäåñü ïðèâåäåíà íà÷àëüíàÿ ÷àñòü äîìè-
íèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îáðàçîâàííîé ñâåðòêîé 1-é è 2-é ïîäñèñòåì.
Â êðóæî÷êàõ ïðîñòàâëåíû íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ äîìèíèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Áóäåì â äàëüíåéøåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç  âåêòîð, ñî-

ñòàâëåííûé èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ 1-ãî è 2-ãî òèïîâ: òàê, íà-
ïðèìåð, y(3) = (x1 = 1, x2 = 2).

Ïîñòðîèì òåïåðü àíàëîãè÷íóþ òàáëèöó äëÿ 3-é è 4-é ïîäñèñòåì —
òàáë. 8.13.

Â íåé ïðèâåäåíà íà÷àëüíàÿ ÷àñòü äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îá-
ðàçîâàííîé ñâåðòêîé 3-é è 4-é ïîäñèñòåì. Â êðóæî÷êàõ ïðîñòàâëåíû íîìåðà 

Подсистемы Подсистемы

Первая

Вторая

Третья

Четвертая

Первая

Вторая

Третья

Четвертая

a б

Рис. 8.6

Таблица 8.12

x2 0 1 2 3 4 ...

x1 0
0.0905

1
0.00452

2
0.000151

3
3.77E–06

4
7.54E–08

...

0 0
0.0476

0
0.1381

8
0.05212

16
0.047751

24
0.047604

32
0.0476

...

1 8
0.00119

8
0.09169

16
0.00571

24
0.001341

32
0.001194

40
0.00119

...

2 16
1.98E–05

16
0.09052

24
0.00454

32
0.000171

40
2.36E–05

48
1.99E–05

...

3 24
2.48E–07

24
0.0905

32
0.00452

40
0.000151

48
4.02E–06

56
3.23E–07

...

... ... ... ... ... ... ... ...

2-ÿ

1-ÿ

1

2 3

4 5

6 7

yj
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166 Глава 8. Оптимальное резервирование

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Àíàëîãè÷íî ïðå-

äûäóùåìó îáîçíà÷èì ÷åðåç  âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñîîòâåòñòâóþùåãî

÷èñëà ýëåìåíòîâ 1-ãî è 2-ãî òèïîâ: òàê, íàïðèìåð,  = (x1 = 2, x2 = 4).

Таблица 8.14

j

0 1 2 3 4

0
0.1381

8
0.0521

16
0.00571

24
0.00134

32
0.000171

k

0
0

0.627
0

0.678511
8

0.646433
16

0.62913
24

0.62834
32

0.627171

1
1

0.412
1

0.493203
9

0.442635
17

0.41771
25

0.41334
33

0.412171

2
2

0.1976
2

0.3357
10

0.239405
18

0.20331
26

0.19894
34

0.197771

3
3

0.0919
3

0.23
11

0.139212
19

0.09761
27

0.09324
35

0.092071

4
4

0.0455
4

0.1836
12

0.0976
20

0.05121
28

0.04684
36

0.045671

5
5

0.039
5

0.1771
13

0.0911
21

0.04471
29

0.04034
37

0.039171

6
6

0.00838
6

0.14648
14

0.06048
22

0.01409
30

0.00972
38

0.008551

7
7

0.001945
7

0.140045
15

0.054045
23

0.007655
31

0.003285
39

0.002116

8
8

0.000879
8

0.138979
16

0.052979
24

0.006589
32

0.002219
40

0.00105

9
9

0.000221
9

0.138321
17

0.052321
25

0.005931
33

0.001561
41

0.000392

10
10

7.59E–05
10

0.138176
18

0.052176
26

0.005786
34

0.001416
42

0.000247

11
11

2.25E–05
11

0.138123
19

0.052123
27

0.005733
35

0.001363
43

0.000194

12
12

5.68E–06
12

0.138106
20

0.052106
28

0.005716
36

0.001346
44

0.000177

yj
2( )

y6
2( )

yj
1( )

yk
2( ) 1-ÿ

2-ÿ

1

2

3

4 12 20 28

5 13 21 29

6 14 22 30

7 15 23 31

8 16 24 32 37

9 17 25 33

10 18 26 34

11 19 27 35

36
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167§ 8.5. Оптимальное резервирование при нескольких ограничениях

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ çàâåðøàþùåé äîìèíèðóþùåé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, èñïîëüçóÿ òàáë. 8.12 è òàáë. 8.13. Ðåçóëüòàòû ñâåäåíû â òàáë. 8.14.

 (1) äîñòèãàåòñÿ íà 37-ì ÷ëåíå ôèíàëüíîé äîìèíèðóþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â òàáë. 8.14 ïðè ñòîèìîñòè ñèñòåìû, ðàâíîé 40 ñò. åä.*

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì  (ïÿòûé ñòîëáåö)

è  (âîñüìàÿ ñòðîêà).

Ïî òàáë. 8.12 íàõîäèì, ÷òî  = (x1 = 2, x2 = 3), è ïî òàáë. 8.13, ÷òî

  = (x1 = 3, x2 = 5).

 (2) äîñòèãàåòñÿ íà 30-ì ÷ëåíå ôèíàëüíîé äîìèíè-
ðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðè íàäåæíîñòè ñèñòåìû, ðàâíîé 1 – 0.00972 =

= 0.99028 d 0.99. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì  è . Ïî òàáë. 8.12

íàõîäèì, ÷òî  = (x1 = 2, x2 = 2), è ïî òàáë. 8.13, ÷òî  = (x1 = 2, x2 = 4).

§ 8.5. ОПТИМАЛЬНОЕ РЕЗЕРВИРОВАНИЕ
ПРИ НЕСКОЛЬКИХ ОГРАНИЧЕНИЯХ

Ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå ïðè ïðîåêòèðî-
âàíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà ìîáèëüíûõ îáúåêòîâ (ñàìîëåòîâ, êîðàá-
ëåé, ïåðåäâèæíîé òåõíèêè), êîãäà â ðàñ÷åò ïðèõîäèòñÿ áðàòü íå
òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ ïî ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ðåçåðâíûõ ýëåìåí-
òîâ, íî òàêæå è äðóãèå ïàðàìåòðû, íàïðèìåð âåñ è ãàáàðèòû (ò. å.
îáúåì) ðåçåðâíûõ ÷àñòåé.

×àùå âñåãî òàêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷è-
âûìè: áîëåå ëåãêèå è ìåíåå îáúåìíûå ýëåìåíòû ñòîÿò äîðîæå.
Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ âåñüìà òðóäîåìêî. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâëåêà-
åò âíèìàíèå ìåòîä ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü î
ðåñóðñå-1 è ðåñóðñå-2 âìåñòî ñòîèìîñòè è âåñà. Ðàññìîòðèì ñëó-
÷àé äâóõ òèïîâ ðåñóðñîâ, êàæäûé ñî ñâîèì îãðàíè÷åíèåì. Ñóòü
ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: âìåñòî äâóìåðíîé çàäà÷è îïòè-
ìàëüíîãî ðåçåðâèðîâàíèÿ ðåøàþòñÿ íåñêîëüêî îäíîìåðíûõ çàäà÷
ñ ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòüþ. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû p(k), 0 m p(k) m 1
îïðåäåëåííûì îáðàçîì ìåíÿþòñÿ, è ïðè êàæäîì èõ çíà÷åíèè ðå-
øàåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à äëÿ ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè:

 = p(k)c1j + (1 – p(k))c2j,

ãäå c1j — çàòðàòû ðåñóðñà-1 íà j-é ðåçåðâíûé ýëåìåíò, c2j — çà-

òðàòû ðåñóðñà-2 íà íåãî æå, — ïðèâåäåííûé ðåñóðñ j-ãî ðå-

* Ïðåíåáðåæåì íåçíà÷èòåëüíûì ïðåâûøåíèåì ïîêàçàòåëÿ íåíàäåæ-
íîñòè íàä äîïóñòèìûì çíà÷åíèåì, ñîñòàâëÿþùèì 0,001.

Решение прямой задачи
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168 Глава 8. Оптимальное резервирование

çåðâíîãî ýëåìåíòà, âçâåøåííûé ïî p (k), a p (k) — âåñîâîé êîýôôè-
öèåíò, ïðîáåãàþùèé íåêîòîðûå äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ â èíòåðâà-
ëå [0,1]. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïðèâåäåííîãî
ðåñóðñà ïðîâîäÿòñÿ êîíòðîëüíûå ïðîâåðêè, íå íàðóøåíî ëè õîòÿ
áû îäíî èç îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñ-1 èëè ðåñóðñ-2. Ïîñëå ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñ ðàçëè÷íûìè ïðèâåäåííûìè ñòîèìîñòÿìè âûáèðàåòñÿ ëó÷-
øåå èç íèõ, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì òðåáóåìûì îãðàíè÷åíèÿì.

Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ îêàçûâàåòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì ðåøèòü â äâóìåðíîì ñëó÷àå äâå ïîãðàíè÷íûå
çàäà÷è ñ p(k) = 0 è p(k) = 1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðàêòèêå äîñòà-
òî÷íî õîðîøåå ðåøåíèå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ, åñëè ðåøèòü n îäíî-
ìåðíûõ çàäà÷, èñïîëüçóÿ äëÿ ïðîöåäóðû íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà
îäèí èç ïàðàìåòðîâ, à îñòàëüíûå òîëüêî êîíòðîëèðîâàòü, ÷òîáû
íå íàðóøàëèñü çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà íèõ. Â êà÷åñòâå ðåøå-
íèÿ ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ òî, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ íàäåæíîñòè ñèñòåìû.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåçåðâèðîâàíèå —
âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà. Îñîáóþ ðîëü îíà èãðàåò ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè îïòèìàëüíîãî îáåñïå÷åíèÿ ñèñòåì çàïàñíûìè ýëåìåí-
òàìè.

Â êà÷åñòâå ïðèåìëåìîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ
èíæåíåðíûõ çàäà÷ ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü метод покоординатного
наискорейшего спуска, íàèáîëåå ïðîñòîé èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ
âûøå.

Ýòî ÿâëÿåòñÿ îïðàâäàííûì è ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ:
â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýëåìåí-
òàõ íàñòîëüêî íåäîñòîâåðíà, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñòðîãèõ ìåòîäîâ
îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåêîððåêòíûì.
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Глава 9

Обеспечение систем
типовыми элементами замены

Одной из важных задач технического обслуживания боль!
ших территориальных систем является организация иерар!
хической системы складов запасных элементов, необходимых
для поддержания непрерывного функционирования обслужи!
ваемых объектов. Рассматривается модель такой системы
складов, их оптимального снабжения и размещения в ней оп!
тимального числа запасных элементов.

§ 9.1. ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМЫ

Ìíîãèå ñîâðåìåííûå òåõíè÷åñêèå ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
áîëüøèå òåððèòîðèàëüíûå êîìïëåêñû ñ ðàçìåùåíèåì îáúåêòîâ
(ïîäñèñòåì) íà îãðîìíîé òåððèòîðèè. Óñïåøíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå
òàêèõ ñèñòåì âîçìîæíî ëèøü ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé îðãàíèçàöèè èõ
òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåõíè÷å-
ñêîãî îáñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñâîåâðåìåííîå è íàäåæíîå ñíàáæåíèå
ñèñòåì òèïîâûìè ýëåìåíòàìè çàìåíû (ÒÝÇ), íåîáõîäèìûìè äëÿ çà-
ìåí îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ â îáúåêòàõ ñèñòåìû. Ïðè ýòîì ñàìè îáú-
åêòû, ÿâëÿÿñü â íåêîòîðîì ñìûñëå îäíîòèïíûìè (ò. å. èìåþùèìè
àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó, ïðåäíàçíà÷åííûìè äëÿ âûïîëíåíèÿ îäèíà-
êîâûõ ôóíêöèé, è ò. ï.), ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ïî ÷èñëó âõîäÿùèõ â
íèõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íîãî òèïà. Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü íàçåìíûå
áàçîâûå ñòàíöèè ñïóòíèêîâûõ ñèñòåì òåëåêîììóíèêàöèè.

Êàæäûé îáúåêò áîëüøîé òåððèòîðèàëüíî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñ-
òåìû äîëæåí èìåòü ñâîé ñîáñòâåííûé, èíäèâèäóàëüíûé çàïàñ
ÒÝÇ. Îäíàêî âîçíèêàþò âîïðîñû: íà êàêîé ïåðèîä âðåìåíè íóæ-
íî îáåñïå÷èâàòü îáúåêò ÒÝÇ? Êàê ïîïîëíÿòü çàïàñû ÒÝÇ ïðè èõ
èñ÷åðïàíèè? Êàêîâà äîïóñòèìàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå íàéäåò-
ñÿ çàìåíû îòêàçàâøåìó ýëåìåíòó?

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü èäåò íå î ðåãóëÿðíîì ñíàáæåíèè çàïàñ-
íûìè ýëåìåíòàìè è ñâÿçàííûìè ñ ýòèì çàòðàòàìè, à î ñîçäàíèè
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îäíîðàçîâîãî ãàðàíòèéíîãî çàïàñà íåîáõîäèìûìè ýëåìåíòàìè,
êîòîðûé ñëóæèò äëÿ áåçîòêàçíîãî âûæèâàíèÿ ñèñòåìû â òå÷å-
íèå âðåìåíè äîñòàâêè çàêàçàííûõ çàï÷àñòåé.

Ïîñêîëüêó èíäèâèäóàëüíûé ñêëàä ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
ðàçâåòâëåííîé ñêëàäñêîé ñèñòåìû, âîçíèêàþò è äðóãèå âîïðîñû.
Íàïðèìåð, òå æå íàçåìíûå ñòàíöèè ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû òåëåêîì-
ìóíèêàöèè ðàçáðîñàíû ïî âñåìó ñâåòó, ïîýòîìó âîçíèêàåò äîïîëíè-
òåëüíàÿ çàäà÷à: êàê îáåñïå÷èòü ñâîåâðåìåííóþ äîñòàâêó ÒÝÇ ïî ìå-
ðå èõ èñ÷åðïàíèÿ íà èíäèâèäóàëüíîì ñêëàäå? Îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçîâàòü ðåãèîíàëüíûå ñêëàäû, ÿâëÿþùèåñÿ
ïðîìåæóòî÷íûì çâåíîì ñíàáæåíèÿ; ñàìè îíè ïîïîëíÿþòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêè èç öåíòðàëüíîãî ñêëàäà. Öåíòðàëüíûé ñêëàä ñâÿçàí ñ ðå-
ìîíòíîé áàçîé, íà êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ âîññòàíîâëåíèå ÒÝÇ, îòêà-
çàâøèõ íà îáúåêòàõ ñèñòåìû. Îáû÷íî öåíòðàëüíûé ñêëàä è ðåìîíò-
íàÿ áàçà ðàçìåùàþòñÿ òåððèòîðèàëüíî â îäíîì è òîì æå ìåñòå.
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С�лад
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Индивидуаль-

ный с�лад

Объе�т Объе�т

Индивидуаль-

ный с�лад

Ре>иональный

с�лад

Индивидуаль-

ный с�лад

Объе�т Объе�т

Индивидуаль-

ный с�лад
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Поставщи�
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сменный элемент
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Рис. 9.1
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Áëîê-ñõåìà, ïîÿñíÿþùàÿ ïðîöåññ òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâà-
íèÿ, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 9.1. Èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ÒÝÇ ñîñòîÿò èç
íåâîññòàíàâëèâàåìûõ êîìïîíåíòîâ, îòêàç êîòîðûõ òðåáóåò èõ çà-
ìåíû íà ðåìîíòíîé áàçå.

Ñèñòåìà òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê íåîòúåìëåìàÿ ÷àñòü ñàìîé òåõíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðóþ îíà
îáñëóæèâàåò. Ïðîåêòèðîâàíèå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ äîëæíî áûòü
çàâåðøåíî ê ìîìåíòó çàâåðøåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ òàêîé ñèñòåìû.

Òðåáîâàíèÿ ê ñèñòåìå îáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ òðåáîâàíèÿìè
ê ñàìîé ñèñòåìå: ÷åì íàäåæíåå äîëæíà áûòü ïðîåêòèðóåìàÿ ñèñòå-
ìà, òåì æåñò÷å òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó è íàäåæíîñòè îáñëóæèâàíèÿ.

Èòàê, òèïîâàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ áîëüøîé òåððèòîðèàëü-
íî-ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìîé âêëþ÷àåò â ñâîé ñîñòàâ:

✓ öåíòðàëüíûé ñêëàä ÒÝÇ;
✓ ðåãèîíàëüíûå ñêëàäû ÒÝÇ;
✓ èíäèâèäóàëüíûå ñêëàäû ÒÝÇ;
✓ ðåìîíòíóþ áàçó äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÒÝÇ

ïóòåì çàìåíû â íèõ îòêàçàâøèõ êîìïîíåíòîâ;
✓ ñêëàäà êîìïîíåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåìîíòà îòêàçàâøèõ

ÒÝÇ;
✓ ïîñòàâùèêîâ êîìïîíåíòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåìîíòà, à

òàêæå ïîïîëíåíèÿ îáùåãî çàïàñà ÒÝÇ, êîòîðûå ìîãóò îòêà-
çàòü äî íåðåìîíòèðóåìîãî óðîâíÿ.

Èåðàðõè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñêëàäîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ â ýòîé ãëàâå, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 9.2.

Àíàëèç è ïðîåêòèðîâàíèå òàêèõ ñèñòåì îáñëóæèâàíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ èíæåíåðíî-ýêîíîìè÷åñêóþ çàäà÷ó.

Ре>ион-1

Индивидуальные
с�лады

Ре>иональные с�лады

Ре>ион-N

ЦЕНТРАЛЬНЫЙ СКЛАД

Рис. 9.2
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§ 9.2. АНАЛИЗ ИНДИВИДУАЛЬНОГО СКЛАДА

ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ. Ïóñòü îáúåêò âêëþ÷àåò â ñåáÿ N ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà ðàâíî
nk. Êàæäûé ýëåìåíò k-ãî òèïà õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ
îòêàçîâ λk. Èíäèâèäóàëüíûé ñêëàä îáû÷íî ïîñëå êàæäîãî î÷åðåä-
íîãî îòêàçà îáúåêòà ïîñûëàåò çàÿâêó íà äîñòàâêó ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî èñïðàâíîãî ÒÝÇ ñ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà. Ïóñòü âðåìÿ òàêîé äî-
ñòàâêè ðàâíî ∆. Îáû÷íî äëèòåëüíîñòü ýòîãî èíòåðâàëà ñîñòàâëÿåò
îò ïÿòè äî äåñÿòè äíåé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè íå ýêñòðåííîé
ïî÷òîâîé äîñòàâêè. Ôàêòè÷åñêè èíäèâèäóàëüíûé ñêëàä èãðàåò
ðîëü ïðîñòîãî áóôåðà: îí ïîçâîëÿåò îáñëóæèâàåìîìó îáúåêòó âû-
æèòü â òå÷åíèå âðåìåíè äîñòàâêè ÒÝÇ ñ ðåãèî-íàëüíîãî ñêëàäà.

Èíäèâèäóàëüíûé ñêëàä ñîäåðæèò x1, x2, ... , xn ÒÝÇ ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ. Ïîñëå î÷åðåäíîé çàìåíû ýëåìåíòà k-ãî òèïà íà ñêëàäå
îñòàåòñÿ (xk – 1) ÒÝÇ ýòîãî òèïà. Îòêàç îáñëóæèâàåìîãî îáúåêòà
ïðîèçîéäåò, åñëè íà èíòåðâàëå äîñòàâêè ∆ ïðîèçîéäåò xk îòêàçîâ
ýëåìåíòîâ èìåííî k-ãî òèïà, òàê êàê ïîñëåäíèé îòêàç óæå íå áó-
äåò îáåñïå÷åí çàïàñíûì ÒÝÇ äàííîãî òèïà.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíîå ÷èñëî
ÒÝÇ êàæäîãî òèïà x1, x2, ... , xn, ÷òîáû îáåñïå÷èâàëèñü çàäàííûå
òðåáîâàíèÿ íà íàäåæíîñòü èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà ïðè ìèíè-
ìàëüíûõ çàòðàòàõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èìåòü
ôîðìóëó êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà –
åãî îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè.

ПРАВИЛО ПОПОЛНЕНИЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО СКЛАДА. Èíäèâè-
äóàëüíûé ñêëàä ïîïîëíÿåòñÿ ïî çàÿâêå, ïîñûëàåìîé â ðåãèîíàëü-
íûé ñêëàä â ìîìåíò îòêàçà ýëåìåíòà êàêîãî-ëèáî òèïà íà òîì
îáúåêòå, êîòîðûé îáñëóæèâàåòñÿ äàííûì ñêëàäîì. Òàêîé ñïîñîá
ìèíèìèçèðóåò ÷èñëî ÒÝÇ íà ñêëàäå, îäíàêî ïðèâîäèò ê âîçðàñòà-
íèþ çàòðàò íà äîñòàâêó.

Íà ðèñ. 9.3 ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé êîãäà èíäèâèäóàëüíûé ñêëàä
îòêàçûâàåò, èìåÿ äâà ÒÝÇ k-ãî òèïà: ïåðâûé èç íèõ ðàñõîäóåòñÿ â
ìîìåíò îòêàçà, òîãäà æå ïîñûëàåòñÿ çàÿâêà â ðåãèîíàëüíûé öåíòð;
âòîðîé ñëóæèò äëÿ ñëåäóþùåé çàìåíû, êîãäà â ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ
åùå îäèí îòêàç ýëåìåíòà òîãî æå òèïà. Ñëåäóþùèé îòêàç ýëåìåíòà
k-ãî òèïà ïðèâîäèò ê îòêàçó èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà.

Äëÿ êàæäîãî òèïà ÒÝÇ êàðòèíà çàìåíû èìååò òàêîé æå âèä.
Â ñëó÷àå èíäèâèäóàëüíûõ ñêëàäîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò ó÷åò

ñòðóêòóðû îáñëóæèâàåìîãî îáúåêòà (âíóòðåííèé ðåçåðâ). Îòêàç
î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ìîæåò îêàçàòüñÿ íå êðèòè÷åñêèì, åñëè èìå-

2024740v1.fm  Page 172  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



173§ 9.2. Анализ индивидуального склада

åòñÿ ãîðÿ÷èé ðåçåðâ. Äëÿ ïðîñòîòû îïèñàíèÿ îïóñòèì ïîäîáíóþ
âîçìîæíîñòü, ò. å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñêëàä äîëæåí îáåñïå÷èòü
êîìïëåêòíîñòü øòàòíîé ñòðóêòóðû ñèñòåìû. Ó÷åò ðåçåðâà íå
ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.

ТРЕБОВАНИЯ К ИНДИВИДУАЛЬНОМУ СКЛАДУ. Èíäèâèäóàëüíûé
ñêëàä ñìåííûõ ÒÝÇ íåîáõîäèì äëÿ ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííîé çà-
ìåíû îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà íà ðàáîòîñïîñîáíûé. ×òîáû ðåøèòü
çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà çàïàñíûõ ÒÝÇ êàæäîãî
òèïà, íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê íàäåæíîñòè èí-
äèâèäóàëüíîãî ñêëàäà. ×àùå âñåãî ýòè òðåáîâàíèÿ áàçèðóþòñÿ íà
ïðåäûäóùåì ïðàêòè÷åñêîì îïûòå ïðîåêòèðîâàíèÿ è ýêñïëóàòà-
öèè àíàëîãè÷íûõ ñêëàäñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî ìîæíî óêàçàòü è íà
áîëåå îáîñíîâàííûé ñïîñîá: çàäàíèå òðåáîâàíèé íà íàäåæíîñòü
ñêëàäñêîé ñèñòåìû, áàçèðóþùååñÿ íà òðåáîâàíèÿõ ïî íàäåæíîñ-
òè ê ñàìîìó îáñëóæèâàåìîìó îáúåêòó.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî òðåáóåìîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ãîòîâ-
íîñòè îáñëóæèâàåìîãî îáúåêòà ðàâíî A. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñà-
ìîãî îáúåêòà îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî â çàïàñíûõ ýëåìåíòàõ íå-
õâàòêè íå áóäåò. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà
ó÷èòûâàåò âðåìÿ íà çàìåíó, âðåìÿ íà ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ îñíîâíîãî
ýëåìåíòà íà ðåçåðâíûé è ò. ï., íî âîçìîæíûå ïðîñòîè îáúåêòà,
âûçâàííûå íåõâàòêîé çàïàñíûõ ÒÝÇ, íå ó÷èòûâàþòñÿ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêóþ ñòåïåíü óõóäøåíèÿ êîýôôèöèåíòà
ãîòîâíîñòè ìû ãîòîâû äîïóñòèòü çà ñ÷åò íåèäåàëüíîñòè ñèñòåìû
çàïàñîâ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Aîáúåêò = 0.995, ÷òî ýêâèâàëåíòíî
ïðîñòîþ â ñðåäíåì ïÿòè ÷àñîâ íà êàæäóþ òûñÿ÷ó ÷àñîâ ðàáîòû.
Äîïóñòèìî ëè, ÷òîáû âìåñòî ïÿòè ÷àñîâ â ñðåäíåì îáúåêò ïðî-
ñòàèâàë, ñêàæåì, øåñòü ÷àñîâ? Êàêîå óâåëè÷åíèå êîýôôèöèåíòà
ïðîñòîÿ Uñèñò, Uñèñò = 1 – Añèñò ïðèíÿòü: íà 20% èëè íà 1%? Ýòî
ÿâëÿåòñÿ ïðåðîãàòèâîé ëèöà, ïðèíèìàþùåãî ðåøåíèå. Êîãäà òà-
êîå ðåøåíèå ïðèíÿòî è äîïóñòèìîå çíà÷åíèå ÊÃ îïðåäåëåíî,
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

От�аз элемента
k->о типа

и первая замена

От�аз элемента
k->о типа

и вторая замена

От�аз элемента
k->о типа,

приводящий
� от�азу системы

Простой
системы

Момент
достав�и ТЭЗ

k->о типа
по заяв�е

t

Рис. 9.3
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç β òó äîëþ Uñèñò, ñíèæåíèå íà êîòîðóþ ñ÷èòà-
åòñÿ äîïóñòèìûì:

Uèíä = βUñèñò. (9.1)

Âåëè÷èíà β âûáèðàåòñÿ â äèàïàçîíå îò 1% äî 10%, îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè àíàëèçà òîãî, ÷òî ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâ-
íûì: óâåëè÷èâàòü íàäåæíîñòü îáñëóæèâàåìîãî îáúåêòà èëè èí-
äèâèäóàëüíîãî ñêëàäà.

ИНТЕНСИВНОСТЬ ОТКАЗОВ ИНДИВИДУАЛЬНОГО СКЛАДА. Ïîñëå îò-
êàçà ýëåìåíòà k-ãî òèïà çà âðåìÿ äîñòàâêè ÒÝÇ ñ ðåãèîíàëüíîãî
ñêëàäà íà îáñëóæèâàåìîì îáúåêòå íå äîëæíî îòêàçàòü áîëåå
(xk – 1 ýëåìåíòîâ òîãî æå òèïà. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ ðàâíà*

rk(xk) = •exp(–λknk ∆), (9.2)

ãäå λk — èíòåíñèâíîñòü îòêàçà ýëåìåíòà k-ão òèïà, nk — ÷èñëî
ýòèõ ýëåìåíòîâ â îáñëóæèâàåìîé ñèñòåìå à ∆ — äëèòåëüíîñòü äî-
ñòàâêè ïî çàïðîñó.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ âåðîÿò-
íîñòü, ò. å. âåðîÿòíîñòü îòêàçà ñèñòåìû çà âðåìÿ äîñòàâêè ÒÝÇ
k-ãî òèïà qk(xk), êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

qk(xk) = •exp(–λknk ∆). (9.3)

Â ñëó÷àå âûñîêîíàäåæíîé ñêëàäñêîé ñèñòåìû, ò. å. ïðè qk(xk) n
n 1/n, ýòà âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü çàïèñàíà ïðèáëèæåííî êàê

qk(xk) d . (9.4)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé îòêàç ýëåìåíòà k-ãî òèïà ìîæåò ïðè-
âåñòè ê îòêàçó îáúåêòà ñ âåðîÿòíîñòüþ qk(xk). Ïîòîê îòêàçîâ ýëå-
ìåíòîâ k-ãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ñ ïàðàìåòðîì λknk, ïî-
ýòîìó ïîòîê îòêàçîâ ó ñèñòåìû èç-çà ýòèõ îòêàçîâ â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé î ðàçðåæåíèè ïîòîêîâ áóäåò ðàâåí

Λk = λknkqk(xk) d λknk . (9.5)

Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê îòêàçîâ îáñëóæèâàåìîãî îáúåêòà áó-
äåò ðàâåí

Λñèñò = Λk, (9.6)

* Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòîê îòêàçîâ ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà ÿâëÿ-
åòñÿ ïóàññîíîâñêèì. Îáîñíîâàííîñòü òàêîãî ðîäà ïðåäïîëîæåíèÿ
îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó î ñóïåðïîçèöèè ïîòîêîâ îòêàçîâ.

∑
x  – 1

j = 0

k λknk∆( )j

j!
------------------------

∑
×

j = x k

λknk∆( )j

j!
------------------------

λknk∆( )xk

xk!
----------------------------

λknk∆( )xk

xk!
----------------------------

∑
N

i = 1
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ãäå ïîòîê Λk îïðåäåëåí âûðàæåíèåì (9.5), à N — ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ.

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ПРОСТОЯ ИНДИВИДУАЛЬНОГО СКЛАДА. Ðàññìîò-
ðèì ñèòóàöèþ, êîãäà îáñëóæèâàåìûé îáúåêò îòêàçàë èç-çà îòêà-
çà ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, åñëè ÷èñëî îòêàçîâ,
âîçíèêøèõ çà âðåìÿ äîñòàâêè ∆, áóäåò ðàâíî èëè áîëüøå xk, ò. å.
ïðåâûñèò ÷èñëî çàïàñíûõ ÒÝÇ ýòîãî òèïà íà èíäèâèäóàëüíîì
ñêëàäå. Ðàññìàòðèâàÿ âûñîêîíàäåæíûé îáúåêò, ìû ìîæåì ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî åñëè îí îòêàçàë, òî â èíòåðâàëå âðåìåíè ∆ âîçíèê-
ëî xk îòêàçîâ, ò. å. ìû ïðåíåáðåãàåì áîëüøèì ÷èñëîì îòêàçîâ â
ñèëó ìàëîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé. Ïîÿâëåíèå xk îò-
êàçîâ íà èíòåðâàëå âðåìåíè ∆ ýêâèâàëåíòíî ñèòóàöèè, êîãäà ìû
íà îòðåçîê ∆ áðîñèëè íåçàâèñèìî xk òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ýòîì èíòåðâàëå (ðèñ. 9.4). Èíà÷å ãî-
âîðÿ, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå xk òî÷åê ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà íà
èíòåðâàëå ∆ èìååò ìíîãîìåðíîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàë ∆ ðàçáèâàåòñÿ íà xk + 1 îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ (õîòÿ è çàâèñèìûõ) ñëó÷àéíûõ èíòåðâàëîâ, ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò τk = ∆/(xk + 1).

Îòêàçû ýëåìåíòîâ k-ão òèïà â îáñëóæèâàåìîì îáúåêòå ïðîèñ-
õîäÿò ñ èíòåíñèâíîñòüþ Λk, ò. å. ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ èíòåðâàëà
ïðîñòîÿ îáúåêòà èç-çà îòêàçà ýëåìåíòîâ èìåííî k-ão òèïà ðàâíÿ-
åòñÿ ΛkΛñèñò. Ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ îáúåêòà èç-çà íåõâàòêè ÒÝÇ
ðàçíûõ òèïîâ íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíåâçâåøåííîå è ðàâíî

τèíä = τkΛk. (9.7)

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ ИНДИВИДУАЛЬНОГО СКЛАДА íàõî-
äèòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå

Kèíä =  =  d 1 – τkΛk. (9.8)

Момент от�аза
элемента k->о типа

в системе

От�аз элемента
k->о типа,

приводящий
� от�азу системы

Простой
системы

Момент
поступления

запрошенно>о
ТЭЗ k->о типа

0 t

xk – 1 от�азов элементов k->о типа
до исчерпания всех ТЭЗ

∆

Рис. 9.4
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ЧИСЛА ТИПОВЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ЗАМЕ-

НЫ ЭЛЕМЕНТОВ НА ИНДИВИДУАЛЬНОМ СКЛАДЕ. Èìåÿ âûðàæåíèå äëÿ ÊÃ è
çíàÿ òðåáîâàíèå ê èíäèâèäóàëüíîìó ñêëàäó ïî ýòîìó ïîêàçàòå-
ëþ, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ãë. 7 äëÿ íàõîæäåíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðîå îáåñ-
ïå÷èëî áû ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòîèìîñòü ñêëàäà.

§ 9.3. АНАЛИЗ РЕГИОНАЛЬНОГО СКЛАДА

ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ. Ïóñòü ðåãèîíàëüíûé ñêëàä îáñëóæè-
âàåò M èíäèâèäóàëüíûõ ñêëàäîâ. Ñàì ýòîò ñêëàä ïîïîëíÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðíî, ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè θ. ×èñëî õðàíèìûõ íà ýòîì
ñêëàäå çàïàñíûõ ÒÝÇ äîëæíî áûòü òàêîâûì, ÷òîáû ñ çàäàííîé âåðî-
ÿòíîñòüþ íè îäèí èç èíäèâèäóàëüíûõ ñêëàäîâ íå îñòàëñÿ ñ íåóäîâ-
ëåòâîðåííîé çàÿâêîé. Ïîòîê çàÿâîê íà òðåáóåìûå ÒÝÇ ïîñòóïàåò â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèñõîäÿùèìè îòêàçàìè âî âñåõ îáñëóæèâàåìûõ
îáúåêòàõ, ðàñïîëîæåííûõ â çîíå äåéñòâèÿ äàííîãî ðåãèîíàëüíî-
ãî ñêëàäà.

Ðåãèîíàëüíûé ñêëàä ñîäåðæèò y1, y2, ... , yN ÒÝÇ ðàçëè÷íûõ
òèïîâ. Çàïàñ ÒÝÇ êàæäîãî òèïà íà ðåãèîíàëüíîì ñêëàäå ìåíüøå,
÷åì âî âñåõ èíäèâèäóàëüíûõ ñêëàäàõ ðåãèîíà, ò. å. äëÿ êàæäîãî
òèïà ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

yk m xjk, (9.9)

ãäå xjk — ÷èñëî ÒÝÇ k-ãî òèïà â j-ì èíäèâèäóàëüíîì ñêëàäå äàí-
íîãî ðåãèîíà.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå îïòèìàëüíûå
÷èñëà çàïàñíûõ ÒÝÇ êàæäîãî òèïà y1, y2, ..., yn, êîòîðûå áû îáåñ-
ïå÷èëè çàäàííûå òðåáîâàíèÿ íà íàäåæíîñòü ðåãèîíàëüíîãî ñêëà-
äà ïðè ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ íà çàïàñíûå ýëåìåíòû. Äëÿ ýòîãî
íàì íóæíî íàéòè ôîðìóëó îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè èíäèâèäó-
àëüíîãî ñêëàäà — êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè.

ПРАВИЛО ПОПОЛНЕНИЯ РЕГИОНАЛЬНОГО СКЛАДА. Ðåãèîíàëü-
íûå ñêëàäû îáû÷íî ïîïîëíÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñ íåêîòîðûì
ôèêñèðîâàííûì èíòåðâàëîì θ. Êîíå÷íî, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî â
ñëó÷àå ïðåæäåâðåìåííîãî îïóñòîøåíèÿ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà íå-
âîçìîæíà ýêñòðåííàÿ äîñòàâêà íåîáõîäèìûõ çàï÷àñòåé ñ öåíò-
ðàëüíîãî ñêëàäà ïî çàïðîñó. Çàìåòèì, ÷òî çàïðîñ íà ýêñòðåííóþ
ïîñòàâêó íåîáõîäèìûõ çàïàñíûõ ÒÝÇ (èëè æå îñóùåñòâëåíèå
ïðåæäåâðåìåííîé ïîñòàâêè â ïîëíîì îáúåìå) ìîæåò îñóùåñòâ-

∑
M

j = 1
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ëÿòüñÿ íå òîëüêî ïî èñ÷åðïàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî çàïàñà ïîëíî-
ñòüþ, íî è â ñëó÷àå äîñòèæåíèÿ íåêîòîðîãî çàðàíåå îïðåäåëåííî-
ãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Òàêîé ñïîñîá ïîïîëíåíèÿ ðåãèîíàëüíûõ
ñêëàäîâ ìèíèìèçèðóåò ñòîèìîñòü äîñòàâêè íåîáõîäèìûõ çàïàñ-
íûõ ÒÝÇ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñõåìà ñâîäèëàñü áû ôàêòè÷åñêè ê
ðàáîòå öåíòðàëüíîãî ñêëàäà íàïðÿìóþ ñ èíäèâèäóàëüíûìè, ÷òî
ïðèâåëî áû ê íåäîïóñòèìî áîëüøèì èçäåðæêàì.

Âðåìåííàÿ äèàãðàììà, ïîÿñíÿþùàÿ âîçíèêíîâåíèå ïðîñòîÿ
ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà ïðè ðåãóëÿðíîì ïîïîëíåíèè, ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 9.5. Äîïóñòèì, ÷òî çàÿâêà íà ýêñòðåííîå ïîïîëíåíèå ïîñû-
ëàåòñÿ ðåãèîíàëüíûì ñêëàäîì íà öåíòðàëüíûé ñêëàä, êîãäà ÷èñ-
ëî íàëè÷íûõ çàïàñíûõ ÒÝÇ äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ïîðîãà. Â ïðè-
ìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñóíêå, íîìèíàëüíîå ÷èñëî çàïàñíûõ
ÒÝÇ íåêîòîðîãî òèïà íà ðåãèîíàëüíîì ñêëàäå ðàâíî äëÿ êîíêðåò-
íîñòè ïÿòè, à ïîðîãîâûé óðîâåíü ðàâåí åäèíèöå, ò. å. çàÿâêà âû-
ñûëàåòñÿ â ìîìåíò, êîãäà íà ñêëàäå îñòàåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò
äàííîãî òèïà.

Íà ïåðâûõ äâóõ öèêëàõ à òàêæå íà ÷åòâåðòîì è øåñòîì öèê-
ëàõ èñ÷åðïàíèÿ çàïàñà ÒÝÇ íå ïðîèñõîäèò. Íà òðåòüåì ïðè îò-
ñûëêå ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà äàííîãî òèïà â öåíòðàëüíûé ñêëàä
ïîñûëàåòñÿ çàÿâêà íà ýêñòðåííîå ïîïîëíåíèå. Çà âðåìÿ îæèäà-
íèÿ, ðàâíîå ∆*, íîâîãî îòêàçà íå ïðîèñõîäèò è ðåãèîíàëüíûé
ñêëàä ïîñëå ïîïîëíåíèÿ äî ïåðâîíà÷àëüíîãî óðîâíÿ ïðîäîëæàåò
áëàãîïîëó÷íî ôóíêöèîíèðîâàòü. Ñ ìîìåíòà ïîïîëíåíèÿ íà÷èíà-
åòñÿ îòñ÷åò íîâîãî öèêëà ðåãóëÿðíîé äëèíû θ.

Íà ïÿòîì öèêëå â èíòåðâàëå ∆* ïðîèñõîäèò åùå îäèí îòêàç
ýëåìåíòà òîãî òèïà, çàïàñ êîòîðîãî óæå èñ÷åðïàëñÿ. Íà÷èíàåòñÿ
ïðîñòîé ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà, τ*, êîòîðûé çàêàí÷èâàåòñÿ ñ ïðè-
áûòèåì ïîïîëíåíèÿ c öåíòðàëüíîãî ñêëàäà.

t0
–1

0
1
2
3
4
5

θ θ θ θ

τ*
∆*∆*

Число ТЭЗ на
ре>иональном

с�ладе
Заяв�а

на пополнение
Заяв�а

на пополнение

Рис. 9.5
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ТРЕБОВАНИЯ К РЕГИОНАЛЬНОМУ СКЛАДУ. Ðåãèîíàëüíûé
ñêëàä çàïàñíûõ ÒÝÇ íåîáõîäèì äëÿ áûñòðîé ïîñòàâêè çàòðåáî-
âàííûõ ýëåìåíòîâ íà èíäèâèäóàëüíûå ñêëàäû. ×òîáû îïðåäå-
ëèòü îïòèìàëüíîå ÷èñëî çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ êàæäîãî òèïà, íåîá-
õîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ê íàäåæíîñòè ðåãèîíàëüíîãî
ñêëàäà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê è â ïðåäûäóùåì, ìîæíî áàçèðîâàòüñÿ
íà èìåþùåìñÿ ïðàêòè÷åñêîì îïûòå ïðîåêòèðîâàíèÿ è ýêñïëóà-
òàöèè àíàëîãè÷íûõ ñêëàäñêèõ ñèñòåì. Îäíàêî, ôîðìóëèðóÿ òðå-
áîâàíèÿ ïî íàäåæíîñòè ê ðåãèîíàëüíîìó ñêëàäó, ìîæíî îïèðàòü-
ñÿ è íà  àíàëîãè÷íûå òðåáîâàíèÿ ê èíäèâèäóàëüíîìó ñêëàäó.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî òðåáóåìîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ãîòîâ-
íîñòè èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà ðàâíî Aðåã. Îïÿòü âîçíèêàåò âîïðîñ:
êàêóþ ñòåïåíü óõóäøåíèÿ êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè èíäèâèäó-
àëüíîãî ñêëàäà ìû ãîòîâû äîïóñòèòü çà ñ÷åò íåèäåàëüíîñòè îáñëó-
æèâàíèÿ çàÿâîê ðåãèîíàëüíûì öåíòðîì? Íàïðèìåð, ïóñòü êîýô-
ôèöèåíò ïðîñòîÿ èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà Uèíä = 0.0005.  Äîïóñòè-
ìî ëè, ÷òî ýòà âåëè÷èíà âîçðàñòåò íà ñêîëüêî-òî ïðîöåíòîâ?

Ââåäåì îïÿòü êîýôôèöèåíò β, ïîêàçûâàþùèé, êàêîå ñíèæåíèå
íàäåæíîñòè èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà äîïóñòèìî çà ñ÷åò äåôèöèòà
íåîáõîäèìûõ ÒÝÇ íà ðåãèîíàëüíîì ñêëàäå. Äëÿ êîýôôèöèåíòà
ïðîñòîÿ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà Uðåã ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü:

Uðåã = βðåãUèíä. (9.10)

Âåëè÷èíà β â ýòîì ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ â äèàïàçîíå îò 10% äî
20% â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñêîëüêî èíäèâèäóàëüíûõ ñêëàäîâ îá-
ñëóæèâàåòñÿ äàííûì ðåãèîíàëüíûì ñêëàäîì. Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ýòà
öèôðà âûøå, ÷åì êîýôôèöèåíò β äëÿ èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà, ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèìåðà. Ïóñòü íåêîòîðûé j-é èíäèâèäóàëü-
íûé ñêëàä èñ÷åðïàë ñâîé çàïàñ ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà è â òî æå âðåìÿ
ïîñëàë î÷åðåäíîé çàïðîñ íà ðåãèîíàëüíûé ñêëàä. Îäíàêî íà ðåãè-
îíàëüíîì ñêëàäå òàêæå íåò çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî òèïà. Â ýòîì
ñëó÷àå íîâûé îòêàç ýëåìåíòà k-ãî òèïà â ðåãèîíå ïðèâîäèò ê îòêàçó
îäíîãî èç ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî áóäåò
îòêàç èìåííî òîé æå ñàìîé îáñëóæèâàåìîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé èí-
äèâèäóàëüíûé ñêëàä èñ÷åðïàë âñå ñâîè çàïàñíûå ýëåìåíòû äàííîãî
òèïà. Âåðîÿòíîñòü ýòîãî íåáëàãîïðèÿòíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

sk = . (9.11)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàç êðèòè÷åñêîãî ýëå-
ìåíòà ïðèâåäåò ê îòêàçó õîòÿ áû îäíîãî èíäèâèäóàëüíîãî ñêëàäà,
ôàêòè÷åñêè ðàâíà βsk. Åñëè â ðåãèîíå K îáñëóæèâàåìûõ ñèñòåì, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî sk d 1/K, ïîëàãàÿ, ÷òî âñå îáñëóæèâàåìûå ñèñ-
òåìû â ðåãèîíå ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâû ïî ñâîåìó ñîñòàâó.

λjk

λk
--------
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ИНТЕНСИВНОСТЬ ОТКАЗОВ РЕГИОНАЛЬНОГО СКЛАДА. Åñëè íà èí-
òåðâàëå θ íà ðåãèîíàëüíûé ñêëàä ñî ñòîðîíû èíäèâèäóàëüíûõ ñêëà-
äîâ äàííîãî ðåãèîíà ïîñòóïèò áîëåå ÷åì yk çàÿâîê íà ÒÝÇ k-òî òèïà,
òî íàñòóïàåò îòêàç ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà. Ïóñòü â j-ì îáñëóæèâàå-
ìîì îáúåêòå ñîäåðæèòñÿ mjk ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà, òîãäà îáùåå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ýòîãî òèïà, ðàáîòàþùèõ â äàííîì ðåãèîíå, ðàâíî

mk = mjk. (9.12)

Âåðîÿòíîñòü k òîãî, ÷òî îòêàç ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà íå íàñòó-
ïèò èç-çà íåõâàòêè ÒÝÇ k-ãî òèïà ïðè íàëè÷èè íà íåì yk òàêèõ
ýëåìåíòîâ, ðàâíà

(yk) = •exp(1 – λkmkθ), (9.13)

ãäå λk — èíòåíñèâíîñòü îòêàçà ýëåìåíòà k-òî òèïà, à θ — ïåðèîä
ïëàíîâîãî ïîïîëíåíèÿ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà.

Äëÿ âûñîêîíàäåæíûõ ñèñòåì ïðè k(yk) = 1 – k èìååì

k(yk) = •exp(–λkmkθ) d . (9.14)

Òàêèì îáðàçîì, k åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêàç ýëåìåíòîâ
k-ãî òèïà ïðèâåäåò ê îòêàçó ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà. Ïîòîê îòêàçîâ
ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà ïî ðåãèîíó â öåëîì ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì
ñ ïàðàìåòðîì λkmk, à ïîýòîìó ïîòîê îòêàçîâ ðåãèîíàëüíîãî ñêëà-
äà èç-çà ýòèõ îòêàçîâ ðàâåí

k = λkmk k(yk) d λkmk  (9.15)

Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê îòêàçîâ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà ñîñòàâëÿåò

Λðåã = k. (9.16)

СРЕДНЕЕ ВРЕМЯ ПРОСТОЯ РЕГИОНАЛЬНОГО СКЛАДА. Ðàññìîò-
ðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ðåãèîíàëüíûé ñêëàä ïîñûëàåò çàÿâêó íà
ýêñòðåííîå ïîïîëíåíèå ïî k-ìó òèïó ýëåìåíòîâ, êàê òîëüêî óðî-
âåíü çàïàñîâ ÒÝÇ ýòîãî òèïà äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ* πk.
Çàäåðæêà â ïîñòóïëåíèè ýêñòðåííîãî ïîïîëíåíèÿ ðàâíà ∆*.

Äîïóñòèì, ÷òî èìåâøèéñÿ íà ìîìåíò ïîïîëíåíèÿ çàïàñ πk èñ-
÷åðïàëñÿ äî ïðèáûòèÿ ïîïîëíåíèÿ. Ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè, åñëè

* Ñì. ñíîñêó íà ñ. 000. — Ðåä.

∑
M
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÷èñëî îòêàçîâ, âîçíèêøèõ â èíòåðâàëå ∆*, áóäåò ðàâíî èëè áîëü-
øå πk, ò. å. ïðåâûñèò ÷èñëî çàïàñíûõ ÒÝÇ òàêîãî òèïà, îñòàâøèõ-
ñÿ íà ðåãèîíàëüíîì ñêëàäå. Ðàññìàòðèâàÿ âûñîêîíàäåæíóþ ñèñ-
òåìó, ìû ìîæåì ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â èíòåðâàëå ∆* âîç-
íèêëî πk îòêàçîâ, ò. å. ïðåíåáðåæåì âîçìîæíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ

áîëüøåãî ÷èñëà îòêàçîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà îòðåçîê ∆* íåçàâè-
ñèìî áðîøåíî πk òî÷åê, êàæäàÿ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà (ðèñ. 9.6).

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðâàë ∆* ðàçáèâàåòñÿ íà (πk + 1) îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ èíòåðâàëîâ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíî

τðåã = . (9.17)

Åñëè ïîëîæèòü äëÿ âñåõ òèïîâ ÒÝÇ îäèí è òîò æå ïîðîãî-
âûé óðîâåíü π, òî ñðåäíåå âðåìÿ ïðîñòîÿ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà
ñîñòàâëÿåò

τðåã = . (9.18)

КОЭФФИЦИЕНТ ГОТОВНОСТИ РЕГИОНАЛЬНОГО СКЛАДА íàõîäèò-
ñÿ ïî ñòàíäàðòíîé ôîðìóëå

Kðåã =  d 1 – Λðåãτðåã. (9.19)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ЧИСЛА ЭЛЕМЕНТОВ НА РЕГИОНАЛЬ-

НОМ СКЛАДЕ. Èìåÿ âûðàæåíèå äëÿ ÊÃ è çíàÿ òðåáîâàíèå ê èíäèâè-
äóàëüíîìó ñêëàäó ïî ýòîìó ïîêàçàòåëþ, èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû
ãë. 7 äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàïàñíûõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðîå îáåñïå÷èëî áû ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ñòî-
èìîñòü çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ, õðàíÿùèõñÿ íà ñêëàäå.

Критичес�ий
от�аз элемента

k->о типа.

Поступление
заяв�и на ТЭЗ
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От�аз
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Рис. 9.6
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181§ 9.4. Центральный склад

§ 9.4. ЦЕНТРАЛЬНЫЙ СКЛАД

ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ. Îáúåì è íîìåíêëàòóðà öåíòðàëüíîãî
ñêëàäà çàâèñèò îò îáùåãî ÷èñëà îáñëóæèâàåìûõ îáúåêòîâ, ñòðóê-
òóðû ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåìîíòíîé áà-
çû. Êðîìå òîãî, ÷àñòü ÒÝÇ ïîñëå îòêàçà ñòàíîâÿòñÿ íåðåìîíòîï-
ðèãîäíûìè è èõ ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü íà íîâûå. Ýòè íîâûå ÒÝÇ
äîñòàâëÿþòñÿ íà öåíòðàëüíûé ñêëàä ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîñòàâ-
ùèêàìè. Îïóñòèì âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ ëåòàëüíûõ îòêàçîâ
ñìåííûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. ïîÿâëåíèÿ òàêèõ îòêàçîâ, êîòîðûå äåëà-
þò íåâîçìîæíûì ðåìîíò ÒÝÇ.

Â ýòîì ñëó÷àå öåíòðàëüíûé ñêëàä ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì áó-
ôåðíûì àêêóìóëÿòîðîì îòðåìîíòèðîâàííûõ ÒÝÇ, ïîñòóïàþùèõ ñ
ðåìîíòíîé áàçû. Ýòîò áóôåð èãðàåò ðîëü ñãëàæèâàþùåãî ôèëüò-
ðà: ÷àñòü ÒÝÇ â ìîìåíò íåîáõîäèìîãî ïîïîëíåíèÿ ðåãèî-íàëüíûõ
ñêëàäîâ íàõîäèòñÿ â ðåìîíòå. Åñëè áû ðåìîíò îñóùåñòâëÿëñÿ
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî, òî îòðåìîíòèðîâàííûõ ÒÝÇ âïîëíå õâàòà-
ëî áû íà âîñïîëíåíèå çàïàñîâ ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ. Äîïîëíè-
òåëüíûé çàïàñ ÒÝÇ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå ñëóæèò äëÿ òîãî, ÷òîáû
êîìïåíñèðîâàòü çàäåðæêè íà ðåìîíòíîé áàçå. Âîçíèêàåò ïðîáëå-
ìà: ñòîèò ëè óâåëè÷èòü çàïàñ ëèøíèõ ÒÝÇ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå
èëè æå óâåëè÷èòü ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ðåìîíòíîé áàçû.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü ýêñòðåííûìè ïîïîëíåíèÿìè ðåãèîíàëüíûõ
ñêëàäîâ, êîòîðûå â âûñîêîíàäåæíîé ñêëàäñêîé ñèñòåìå äîëæíû
ïðîèñõîäèòü äîñòàòî÷íî ðåäêî, òî çàïàñ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå
äîëæåí áûòü òàêîâûì, ÷òîáû ñ çàäàííîé ãàðàíòèåé ïîêðûòü ÷èñ-
ëî ÒÝÇ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðåìîíòíîé áàçå íåïîñðåäñòâåííî â ñòà-
äèè ðåìîíòà èëè â ïðîöåññå îæèäàíèÿ.

Öåíòðàëüíûé ñêëàä ñîäåðæèò z1, z2, ... , zn ÒÝÇ ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ. Ïóñòü ñèñòåìà âêëþ÷àåò N ðåãèîíîâ ñî ñâîèìè ñêëàäàìè. Çà-
äà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêèå îïòèìàëüíûå ÷èñëà
çàïàñíûõ ÒÝÇ êàæäîãî òèïà z1, z2, ... , zN, êîòîðûå áû îáåñïå÷è-
ëè çàäàííûå òðåáîâàíèÿ íà íàäåæíîñòü öåíòðàëüíîãî ñêëàäà ïðè
ìèíèìàëüíûõ çàòðàòàõ íà çàïàñíûå ýëåìåíòû.

ПРАВИЛО ПОПОЛНЕНИЯ ЦЕНТРАЛЬНОГО СКЛАДА. Öåíòðàëüíûé
ñêëàä íàêàïëèâàåò îòðåìîíòèðîâàííûå ÒÝÇ, ïîñòóïàþùèå ñ ðå-
ìîíòíîé áàçû. Åñëè çà òåêóùèé ïåðèîä îòêàçàëî ìíîãî ýëåìåíòîâ
â îáúåêòàõ ñèñòåìû, òî ñ ðåìîíòíîé áàçû íà öåíòðàëüíûé ñêëàä
ïîñòóïèò ìíîãî îòðåìîíòèðîâàííûõ ÒÝÇ. Îäíàêî è çàÿâîê íà ïî-
ïîëíåíèå ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ áóäåò áîëüøå â ìîìåíò ñëåäóþ-
ùåé ïîñòàâêè. Åñëè áû ðåìîíò îñóùåñòâëÿëñÿ ïðàêòè÷åñêè ìãíî-
âåííî, òî öåíòðàëüíûé ñêëàä íå äîëæåí áûë áû èìåòü íèêàêèõ
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äîïîëíèòåëüíûõ ÒÝÇ. Îäíàêî â ñèëó êîíå÷íîé ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè ðåìîíòíîé áàçû ÷àñòü ÒÝÇ áóäåò ïîñòîÿííî â òîì èëè
èíîì êîëè÷åñòâå íàõîäèòüñÿ íà ðåìîíòíîé áàçå.

Åñëè îòêàçîì öåíòðàëüíîãî ñêëàäà ìîæíî íàçâàòü ñîñòîÿíèå,
êîãäà îí íå ìîæåò óäîâëåòâîðèòü âñåõ çàÿâîê íà ïîñòàâêó íåîá-
õîäèìûõ ÒÝÇ âî âñå ðåãèîíàëüíûå ñêëàäû, òî äîëæåí áûòü
äîïîëíèòåëüíûé ñòðàõîâîé çàïàñ, êîòîðûé êîìïåíñèðîâàë áû
çàäåðæêó ðåìîíòà. Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäîáíûé êðèòåðèé îò-
êàçà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà æåñòêèì: íåäîïîñòàâêà ÒÝÇ âî âðåìÿ ïåðè-
îäè÷åñêîãî ïîïîëíåíèÿ ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ íå òàê óæ ñóùåñò-
âåííà, åñëè èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äîñëàòü íåäîñòàþùèå ÒÝÇ íå-
ñêîëüêî ïîçæå.

ТРЕБОВАНИЯ К ЦЕНТРАЛЬНОМУ СКЛАДУ И РЕМОНТНОЙ БАЗЕ. Öåíò-
ðàëüíûé ñêëàä çàïàñíûõ ÒÝÇ íåîáõîäèì äëÿ ïîïîëíåíèÿ ðåãè-
îíàëüíûõ ñêëàäîâ. Ñàì öåíòðàëüíûé ñêëàä æåñòêî ïðèâÿçàí ê
ðåìîíòíîé áàçå: ïî ñóùåñòâó, ðåìîíòíàÿ áàçà ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íè-
êîì ïîñòóïëåíèé îòðåìîíòèðîâàííûõ ÒÝÇ. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðåáî-
âàíèÿ ïî íàäåæíîñòè ñëåäóåò ïðåäúÿâëÿòü ê ïàðå: öåíòðàëüíûé
ñêëàä — ðåìîíòíàÿ áàçà.

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ, äîïóñòèìî îñíîâûâàòüñÿ íà
èìåþùåìñÿ ïðàêòè÷åñêîì îïûòå. Îäíàêî òðåáîâàíèÿ ïî íàäåæ-
íîñòè ê öåíòðàëüíîìó ñêëàäó ìîæíî çàäàâàòü îñíîâûâàÿñü íà
ñóùåñòâóþùèõ òðåáîâàíèÿõ ê ðåãèîíàëüíîìó ñêëàäó.

Åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå ÊÃ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà Aðåã, òî çàäà-

þò äîïóñòèìûé êîýôôèöèåíò βöåíòð, βöåíòð < 1. Òîãäà êîýôôè-

öèåíò ïðîñòîÿ ðåãèîíàëüíîãî ñêëàäà Uöåíòð èìååò âèä

Uöåíòð = βöåíòðUðåã. (9.20)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ÊÃ öåíòðàëüíîãî ñêëàäà:

Aöåíòð = 1 – βöåíòð(1 – Aðåã). (9.21)

Âåëè÷èíà βöåíòð ìîæåò áûòü âûáðàíà ïîðÿäêà 10% áëàãîäàðÿ

ìåíüøåé êðèòè÷íîñòè ÊÃ öåíòðàëüíîãî ñêëàäà: â ñëó÷àå òåêóùåé
íåõâàòêè ÒÝÇ íà çàïðîñû ñ ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ íåäîñòàþùèå
ÒÝÇ ìîãóò áûòü äîñëàíû ïîçæå.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ТЭЗ, НАХОДЯЩИХСЯ ОДНОВРЕМЕННО НА

РЕМОНТНОЙ БАЗЕ. Ðåìîíòíàÿ áàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîêàíàëü-
íóþ ñèñòåìó ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü (ñêî-
ðîñòü ðåìîíòà) çàâèñèò â îñíîâíîì îò äâóõ ôàêòîðîâ: ÷èñëà ðå-
ìîíòíûõ îðãàíîâ, ðàáîòàþùèõ îäíîâðåìåííî, è èíòåíñèâíîñòè
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ïðîâåäåíèÿ ðåìîíòíûõ ðàáîò êàæäûì èç íèõ. Íàñ èíòåðåñóåò
ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà îòêàçàâøèõ ÒÝÇ, íàõîäÿùèõñÿ îäíîâðåìåí-
íî â ðåìîíòíîé áàçå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èìåííî ÷èñëî îòêàçàâ-
øèõ ýëåìåíòîâ â ðåìîíòíûõ îðãàíàõ îïðåäåëÿåò, ñêîëüêî èçáû-
òî÷íûõ çàïàñíûõ ÒÝÇ äîëæíî èìåòüñÿ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå.

Ðåìîíòíàÿ áàçà è öåíòðàëüíûé ñêëàä òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó ñî-
áîé: ÷åì ìåíüøå ðåìîíòíûõ îðãàíîâ íà ðåìîíòíîé áàçå, ò. å. ÷åì
äîëüøå îáñëóæèâàíèå, òåì áîëüøå íóæåí çàïàñ èçáûòî÷íûõ ÒÝÇ
íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîáëåìó ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè ðåìîíòíîé áàçû íóæíî ðåøàòü ñîâìåñòíî ñ ïðîáëåìîé íåîá-
õîäèìîãî îáúåìà ÒÝÇ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå.

Â ïðåäïîëîæåíèè ýêñïîíåíöèàëüíîñòè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ðå-
ìîíò ÒÝÇ ìîæåò áûòü îïèñàí ïðè ïîìîùè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà
ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå 4).

Íà ðåìîíòíóþ áàçó ïîñòóïàåò ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê  îòêà-
çîâ ýëåìåíòîâ âñåõ òèïîâ. Ñ ïîìîùüþ ìîäåëè, ïðèâåäåííîé â
Ïðèëîæåíèè 5, ìîæíî íàéòè ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà
ýëåìåíòîâ k, íàõîäÿùèõñÿ íà ðåìîíòíîé áàçå â íåêèé ïðîèçâîëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ýòó âåðîÿòíîñòü ÷åðåç pk. Íàé-

äåì íîìåð ñîñòîÿíèÿ ν, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

pk m Uöåíòð . (9.22)

Åñëè áû âñå ýëåìåíòû áûëè èäåíòè÷íû, òî ν îïðåäåëÿëî áû
÷èñëî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íåîáõîäèìî èìåòü íà öåíòðàëüíîì
ñêëàäå. Îäíàêî ñóììàðíûé ïîòîê îòêàçîâ ñîñòîèò èç k ïîäïîòî-

êîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ýëåìåíòîâ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè k. Â ñðåä-

íåì ñðåäè îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðåìîíòíîé áà-

çå, ýëåìåíòû k-ãî òèïà ñîñòàâëÿþò äîëþ k/ . Íà îñíîâàíèè ýòî-

ãî ìîæíî ñäåëàòü ãðóáóþ îöåíêó ÷èñëà íåîáõîäèìûõ ÒÝÇ
êàæäîãî òèïà íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå:

νk = ν  . (9.23)

Òàêàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé, ïîñêîëüêó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
÷èñëà çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ íà öåíòðàëüíîì ñêëàäå âåëèêè. Áîëåå
òî÷íàÿ îöåíêà ÷èñëà ÒÝÇ êàæäîãî òèïà νk ìîæåò áûòü ïðîâåäåíà

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî èç-çà ãðî-
ìîçäêîñòè çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ. Ðåøåíèå (9.23) ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè-
÷åñêè ïðèåìëåìûì.

Λf

∑
×

k = ν + 1

Λf

Λf Λf

Λk

Λ
------
f

f
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§ 9.5. ПРОГРАММА ВЫБОРА ОПТИМАЛЬНОГО ЧИСЛА
ЗАПАСНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ ДЛЯ СПУТНИКОВОЙ
ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННОЙ СЕТИ*  «GLOBALSTAR»

Íåñêîëüêî äåñÿòêîâ íàçåìíûõ áàçîâûõ ñòàíöèé ñïóòíèêîâîé òåëå-
êîììóíèêàöèîííîé ñåòè «GlobalStar» ðàçáðîñàíû ïî âñåìó çåìíîìó
øàðó. Êàæäàÿ íàçåìíàÿ ñòàíöèÿ èìååò ñâîþ ñîáñòâåííóþ êîíôèãó-
ðàöèþ (÷èñëî ïðèíèìàþùèõ è ïåðåäàþùèõ êàíàëîâ, áóôåðíàÿ ïà-
ìÿòü, êîììóòàöèîííàÿ ÷àñòü è ò. ï.), õîòÿ ñîñòîèò èç èäåíòè÷íûõ
òèïîâûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ îïåðàòèâíîé çàìåíû îòêàçàâøèõ ýëåìåí-
òîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå òèïîâûå ýëåìåíòû çàìåíû (ÒÝÇ) êàæäàÿ
íàçåìíàÿ ñòàíöèÿ ñíàáæåíà ñâîèì èíäèâè-äóàëüíûì ñêëàäîì. Ñà-
ìè ýòè èíäèâèäóàëüíûå ñêëàäû ñíàáæàþòñÿ ñ ðåãèîíàëüíûõ ñêëà-
äîâ ïîñëå êàæäîé î÷åðåäíîé çàìåíû îòêàçàâøåãî ýëåìåíòà.

Äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî ÷èñëà òèïîâûõ ýëåìåíòîâ çàìåíû
íà èíäèâèäóàëüíûõ è ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäàõ áûëà ðàçðàáîòàíà
ñïåöèàëüíàÿ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà**, êðàòêîå îïèñàíèå ïîëü-
çîâàòåëüñêîãî èíòåðôåéñà êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ íèæå. Â ðàñ-
÷åòíîì áëîêå ïðîãðàììû èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä êâîò, îïèñàííûé
â ãë. 8.

Îñíîâíîå ïðîãðàììíîå îêíî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 9.7. Â íåì
îòðàæåíû âñå èñïîëüçóåìûå â ïðîãðàììå îïåðàòîðñêèå êîìàíäû.
Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå êîìàíäû âåðõíåãî óðîâíÿ âûâåäå-
íû â âèäå êëàâèø íà âåðõíåì óðîâíå îêíà. Çäåñü æå îòðàæåíà
èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñêëàäñêîé ñèñòåìû — öåíòðàëüíûé, ðå-
ãèîíàëüíûå è èíäèâèäóàëüíûå ñêëàäû.

Â ïðîöåññå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà ÒÝÇ íà ñêëàäå
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè.

■ Ôîðìèðóåòñÿ список используемых ТЭЗ ñ óêàçàíèåì ñòîèìîñòè è
èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ äëÿ êàæäîãî èç íèõ (ðèñ. 9.8). Çäåñü â
ñòîëáöàõ óêàçàíû:
✓ èäåíòèôèêàöèîííûé íîìåð ýëåìåíòà;
✓ íàçâàíèå ýëåìåíòà;
✓ ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû;
✓ ñòîèìîñòü;
✓ äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, íàïðèìåð èñòî÷íèê èñõîäíûõ

äàííûõ.

* Âñå ëîãîòèïû è òîðãîâûå ìàðêè, óïîìèíàåìûå â òåêñòå, ïðèíàäëå-
æàò èõ âëàäåëüöàì.

** Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà «Optimal Spare Allocation» ðàçðàáîòàíà
Ñ. Â. Àíòîíîâûì è àâòîðîì.
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Âíóòðè áîëüøîãî îêíà â ìàëîì îêíå ïîêàçûâàþòñÿ àòðèáóòû
âûäåëåííîãî ýëåìåíòà â áîëüøîì îêíå. Ýòî îêíî ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíî äëÿ êîððåêòèðîâêè èñõîäíûõ äàííûõ.

■ Ôîðìèðóåòñÿ иерархическая структура ñêëàäîâ. Ñòðóêòóðà ìîæåò
áûòü íåîäíîðîäíîé: íåêîòîðûå èíäèâèäóàëüíûå ñêëàäû ìîãóò

Рис. 9.7

Рис. 9.8
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ñíàáæàòüñÿ íàïðÿìóþ íà öåíòðàëüíîãî ñêëàäà. Ôîðìèðîâàíèå
èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò àãðåãèðîâàòü íà ðåãèîíàëü-
íûõ ñêëàäàõ èíôîðìàöèþ î ÷èñëå îáñëóæèâàåìûõ ýëåìåíòîâ
êàæäîãî òèïà èíäèâèäóàëüíûìè ñêëàäàìè. Ñôîðìèðîâàííàÿ
èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñêëàäîâ âèäíà íà ðèñ. 9.7. Ýòà æå
ñòðóêòóðà îòîáðàæàåòñÿ íà êàðòå: êàæäûé ñêëàä ëþáîãî óðîâíÿ
ìîæåò áûòü âûçâàí íåïîñðåäñòâåííî ñ êàðòû. Íà ðèñ. 9.9 ïðåä-
ñòàâëåí óðîâåíü ðåãèîíàëüíûõ ñêëàäîâ.

■ Ôîðìèðóþòñÿ списки типовых элементов, èñïîëüçóåìûõ â êàæ-
äîé íàçåìíîé áàçîâîé ñòàíöèè ñ óêàçàíèåì èõ ÷èñëà. Îêíà, ñî-
îòâåòñòâóþùèå ýòîìó øàãó, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.10. Ïåð-

Рис. 9.9

Рис. 9.10
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для спутниковой телекоммуникационной сети  «GlobalStar»

âîå îêíî (âåðõíèé ñëîé) ïîêàçûâàåò õàðàêòåðèñòèêè öåíò-
ðàëüíîãî ñêëàäà (ïî êîëîíêàì):
✓ èäåíòèôèêàöèîííûé íîìåð ýëåìåíòà;
✓ íàçâàíèå ýëåìåíòà;
✓ âðåìÿ äîñòàâêè íà ðåãèîíàëüíûé ñêëàä;
✓ êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé ðåìîíòîïðèãîäíîñòü îòêà-

çàâøåãî ÒÝÇ äàííîãî òèïà;
✓ ñðåäíåå âðåìÿ ðåìîíòà îòêàçàâøåãî ÒÝÇ.
Îêíî íà ñëåäóþùåì óðîâíå ñîäåðæèò ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ:
✓ èäåíòèôèêàöèîííûé íîìåð òèïîâîãî ýëåìåíòà;
✓ íàçâàíèå ýëåìåíòà;
✓ ÷èñëî ýëåìåíòîâ äàííîãî òèïà â íàçåìíîé ñòàíöèè, îáñëó-

æèâàåìîé äàííûì èíäèâèäóàëüíûì ñêëàäîì;
✓ ÷èñëî âñòðîåííûõ ðåçåðâíûõ ýëåìåíòîâ — ãîðÿ÷èé ðåçåðâ;
✓ íàçâàíèå ñòîéêè àïïàðàòóðû, ãäå ðàçìåùåíû äàííûå ýëå-

ìåíòû.
Íàêîíåö, îêíî íà íèæíåì óðîâíå ñîäåðæèò ñëåäóþùèå äàííûå:
✓ âðåìÿ äîñòàâêè ÒÝÇ íà ðåãèîíàëüíûé ñêëàä;
✓ òèï äîñòàâêè (ïî çàïðîñó, ðåãóëÿðíî);
✓ òðåáîâàíèÿ ê ñêëàäó (êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè, âåðîÿòíîñòü

áåñïåðåáîéíîãî ñíàáæåíèÿ, ñòîèìîñòü);
✓ êîîðäèíàòû ñêëàäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ íà ãåîãðàôè÷åñêîé

êàðòå.

■ Âûáèðàþòñÿ параметры для расчета. Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó øàãó
îêíî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 9.11. Â ëåâîé êîëîíêå ïðåäñòàâëåíû:
✓ âîçìîæíîñòü âûáîðà öåëåâîé ôóíêöèè (âåðîÿòíîñòü èñòî-

ùåíèÿ çàïàñà ÒÝÇ õîòÿ áû îäíîãî òèïà);
✓ èñïîëüçóåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà (ìåòîä êâîò (ìåòîä íàèñêîðåé-

øåãî ñïóñêà, ðó÷íàÿ êîððåêòèðîâêà);
✓ òèï çàäà÷è (ìèíèìèçàöèÿ ñòîèìîñòè èëè ìàêñèìèçàöèÿ íàä-

åæíîñòè ñêëàäà);
✓ âñïîìîãàòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè (âûäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðåøåíèé, äîïîëíèòåëüíàÿ ñóáîïòèìèçàöèÿ ïðè èñêëþ÷åíèè
êðàéíå äîðîãîñòîÿùèõ ýëåìåíòîâ, òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé).

Ïðàâàÿ êîëîíêà ñîäåðæèò:
✓ ïðàâèëî ïîïîëíåíèÿ ñêëàäà (ïåðèîäè÷åñêè èëè ïî çàïðîñó â

ìîìåíò çàìåíû);
✓ òðåáóåìîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñêëàäà (íåò çàïàñà, îáÿçà-

òåëüíîå àïðèîðíîå íàëè÷èå îäíîãî ýëåìåíòà êàæäîãî òèïà,
çàäàííîå äèðåêòèâíî);

✓ íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè öåíòðàëüíîãî ñêëàäà (ðåìîíòî-
ïðèãîäåí ëè ÒÝÇ èëè âñåãäà òðåáóåò çàìåíû íà íîâûé).

2024740v1.fm  Page 187  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



188 Глава 9. Обеспечение систем типовыми элементами замены

Рис. 9.11

Рис. 9.12
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189§ 9.5. Программа выбора оптимального числа запасных элемен!
тов для спутниковой телекоммуникационной сети «Global!
Star»

■ Ñîñòàâëÿþòñÿ протоколы расчетов. Ñèñòåìà ôîðìèðîâàíèÿ îò÷å-
òîâ î ðàñ÷åòàõ îïòèìàëüíîãî ÷èñëà ÒÝÇ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ãèáêîé. Íåîáõîäèìûå àòðèáóòû äëÿ ïðîòîêîëà ðàñ÷åòîâ ñîäåð-
æàòñÿ â îêíå ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 9.12. Ìû îïóñêàåì îïè-
ñàíèå ýòîãî îêíà (âñå àòðèáóòû îò÷åòëèâî çàïèñàíû ïî-àíãëèé-
ñêè), ïåðåõîäÿ ñðàçó ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå îò÷åòà (ðèñ. 9.13).

Â ñèñòåìå ïðåäóñìîòðåíà òàêæå âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ äîïîë-
íèòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê, â ðÿäå ñëó÷àåâ îêà-
çûâàåòñÿ óäîáíûì àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü íàäåæíîñòè ñêëàäà
îò çàòðàò íà çàïàñíûå ÒÝÇ. Ýòî ïîçâîëÿåò íà ýêñïåðòíîì óðîâíå
ðåøàòü, öåëåñîîáðàçíî ëè äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå íàäåæíîñòè,
ëèáî íåîáõîäèìî ñíèæåíèå çàòðàò íà çàïàñíûå ÒÝÇ. Ïîäîáíûé
ïðèìåð ïðèâåäåí íà ðèñ. 9.14.

Рис. 9.14

Рис. 9.13
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Глава 10

Территориально-распределенные
системы технического
обслуживания

Рассматривается построение оптимальных зон технического
обслуживания территориально!распределенных систем пе!
редвижными ремонтными мастерскими (ПРМ). Изучается
задача определения оптимального числа этих ПРМ в каждой
зоне, приводится эвристическое ее решение и дается прак!
тический пример.

§ 10.1. ОПИСАНИЕ АНАЛИЗИРУЕМОЙ СИСТЕМЫ

Ïî òåððèòîðèè, ðàçáèòîé íà ðàéîíû (íàïðèìåð, àäìèíèñòðàòèâíûå),
ðàñïðåäåëåíû íåêîòîðûì èçâåñòíûì îáðàçîì òåõíè÷åñêèå îáúåê-
òû, â ñëó÷àå îòêàçîâ êîòîðûõ ïîñûëàþòñÿ çàÿâêè íà îáñëóæèâà-
íèå. Èçâåñòíà èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê îò êàæäîãî ðàéî-
íà, îïðåäåëåííàÿ ñðåäíèì ÷èñëîì îòêàçîâ â åäèíèöó âðåìåíè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíà ïåðåäâèæíàÿ ðåìîíòíàÿ ìàñòåðñêàÿ
(ÏÐÌ) ìîæåò îáñëóæèâàòü íåñêîëüêî ðàéîíîâ, õîòÿ ïðè âûñîêîé
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ íå-
ñêîëüêî ÏÐÌ äëÿ îäíîãî ðàéîíà. Ðàáîòà âñåõ ÏÐÌ â äàííîé çîíå
îáñëóæèâàíèÿ êîîðäèíèðóåòñÿ èõ áàçîé.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè çîí îáñëóæèâàíèÿ òàêèõ,
÷òîáû îáùåå ÷èñëî ÏÐÌ íà âñåé òåððèòîðèè áûëî áû ìèíèìàëü-
íûì ïðè óñëîâèè, ÷òî êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ óäîâëåòâîðÿåò çà-
äàííûì òðåáîâàíèÿì. Êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ áóäåì õàðàêòåðè-
çîâàòü äâóìÿ îñíîâíûìè ôàêòîðàìè:

✓ задержкой подтверждения ñî ñòîðîíû áàçû ÏÐÌ òîãî, ÷òî çà-
ÿâêà íà îáñëóæèâàíèå ïðèíÿòà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÏÐÌ ïî-
ñëàíà íà ìåñòî; òàêàÿ çàäåðæêà ìîæåò áûòü âûçâàíà çàíÿòî-
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ñòüþ âñåõ ÏÐÌ îáñëóæèâàíèåì äðóãèõ îáúåêòîâ â ìîìåíò
ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê;

✓ временем обслуживания, âêëþ÷àþùèì â ñåáÿ âðåìÿ, êîòîðîå
ÏÐÌ ïðîâîäèò â ïóòè äî îòêàçàâøåãî îáúåêòà è âðåìåíåì
ñîáñòâåííî ðåìîíòíûõ ïðîöåäóð íà ìåñòå.

Ïðîâåäåì íåêîòîðûå ðàññóæäåíèÿ. Ñ óâåëè÷åíèåì радиуса зо-

ны обслуживания êîýôôèöèåíò èñïîëüçîâàíèÿ ÏÐÌ âîçðàñòàåò, îä-
íàêî â òî æå âðåìÿ óõóäøàåòñÿ êà÷åñòâî îáñëóæèâàíèÿ: â ÷àñò-
íîñòè âîçðàñòàåò

✓ âîçìîæíîñòü îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ èç-çà î÷å-
ðåäè;

✓ âðåìÿ â ïóòè äî îòäàëåííûõ îáúåêòîâ.

Äëÿ ãðóïïû ñîñåäíèõ ðàéîíîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì êëèåíòîâ âîç-
ìîæíî ñîçäàíèå îäíîé çîíû îáñëóæèâàíèÿ ñ íåñêîëüêèìè ÏÐÌ.

Âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðàçìåðîâ çîí îá-
ñëóæèâàíèÿ è âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà îïåðèðóþ-
ùèõ ÏÐÌ â íèõ ïðè óñëîâèè óäîâëåòâîðåíèÿ çàäàííûì òðåáîâà-
íèÿì ïî êà÷åñòâó.

§ 10.2. ЗОНА С ЕДИНСТВЕННОЙ ПЕРЕДВИЖНОЙ
РЕМОНТНОЙ МАСТЕРСКОЙ

Максимальный размер зоны

Â ñëó÷àå íèçêîé èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ íà åäèíèöó ïëîùàäè ðàç-
ìåð çîíû îáñëóæèâàíèÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåòñÿ ôèçè÷å-
ñêîé âîçìîæíîñòüþ ÏÐÌ äîñòèæåíèÿ îòêàçàâøåãî îáúåêòà çà äî-
ïóñòèìîå âðåìÿ. Íàïðèìåð, äëÿ âîñüìè÷àñîâîãî ðàáî÷åãî äíÿ ïðè
âðåìåíè ðåìîíòà, ðàâíîì äâóì ÷àñàì, èìååòñÿ òîëüêî øåñòü ÷à-
ñîâ íà äîðîãó ê îáúåêòó è îáðàòíî, äàæå åñëè çàÿâêà íà îáñëóæè-
âàíèå ïðèíÿòà ñ ñàìîãî óòðà*.

Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ïåðåäâèæåíèÿ ÏÐÌ ðàâíà
40 êì/÷. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ çîíû îáñëóæè-
âàíèÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 120 êì (òðè ÷àñà åçäû â îäèí êîíåö).
Â ýòîì ñëó÷àå ÏÐÌ ñïîñîáíà îáñëóæèòü çàÿâêó îò äàëåêî ðàñïî-

* Ôàêòè÷åñêè ðàáî÷èé äåíü ÏÐÌ íå áûâàåò ñòîëü æåñòêî ðåãëàìåíòè-
ðîâàí, îäíàêî ýòî íå ó÷èòûâàåòñÿ íàìè ðàäè óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ.

10.2.1.
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ëîæåííîãî îáúåêòà, åñëè ýòà çàÿâêà ïîñòóïèëà óòðîì. Êîíå÷íî,
çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ñåðåäèíå èëè â êîíöå äíÿ ìîæåò áûòü îá-
ñëóæåíà òîëüêî íà ñëåäóþùèé äåíü. Â òî æå âðåìÿ âîçìîæíî îá-
ñëóæèâàíèå íåñêîëüêèõ çàÿâîê, ïîñòóïèâøèõ îäíîâðåìåííî îò
áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ îáúåêòîâ.

Ãîâîðÿ î íèçêîé èíòåíñèâíîñòè çàïðîñîâ ìû èìååì â âèäó, ÷òî
âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â çîíå áîëåå îäíîãî çàïðîñà â ñóòêè îòíî-
ñèòåëüíî ìàëà. Îáû÷íî â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÏÐÌ áûâàåò ñóùåñòâåí-
íî íåäîãðóæåíà è ïîýòîìó èç ýêîíîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé äîë-
æíî áûòü ïðåäóñìîòðåíî åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ôî-
íîâûõ çàäà÷.

Ïðèìåð çîíû îáñëóæèâàíèÿ åäèíñòâåííîé ÏÐÌ ïðåäñòàâëåí íà
ðèñ. 10.1. Çäåñü ñâåòëûìè êðóæî÷êàìè îáîçíà÷åíû èñïðàâíûå,
à òåìíûìè — íåèñïðàâíûå îáúåêòû, ÖÒÎ — öåíòð òåõíè÷åñêîãî
îáñëóæèâàíèÿ.

Модель массового обслуживания для зоны
с единственной перевижной ремонтной мастерской

Ïóñòü Λ åñòü интенсивность запросов â çîíå îáñëóæèâàíèÿ, a µ —
скорость (èíòåíñèâíîñòü) обслуживания êîòîðóþ ìîæíî ïðèáëè-
æåííî îïðåäåëèòü êàê

µ = . (10.1)

ÏÐÌ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñèñòåìîé ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òè-
ïà M/M/1*.

* M/M/1 — ñòàíäàðòíîå â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ îáîçíà÷å-
íèå ñèñòåìû ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäÿùèì ïîòîêîì è ýêñïîíåíöèàëü-
íûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ ïðè îäíîì îáñëóæèâàþùåì êàíàëå.

ПРМ

ЦТО ЦТО
ПРМ

Обслуживание
удаленно�о объе�та

Обслуживание �руппы
близ�о расположенных объе�тов

Рис. 10.1

10.2.2.

1
ñðåäíåå âðåìÿ äîñòàâêè + ñðåäíåå âðåìÿ ðåìîíòà
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Ââåäåì безразмерный коэффициент нагрузки ýòîé ñèñòåìû ìàññî-
âîãî îáñëóæèâàíèÿ â âèäå

ρ = .

Ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ â òàêîé ñèñòåìå*

W = . (10.2)

Çàìåòèì, ÷òî è ÷àñòîòà ïîñòóïëåíèÿ çàÿâîê (ò. å. èíòåíñèâ-
íîñòü îòêàçîâ îáúåêòîâ) Λ è ñêîðîñòü îáñëóæèâàíèÿ µ çàâèñÿò îò
ðàäèóñà çîíû îáñëóæèâàíèÿ r. Äëÿ çîíû ñ ðàäèóñîì r è ðàâíî-
ìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì îáúåêòîâ ïî ïëîùàäè ìîæíî çàïèñàòü
âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé èíòåíñèâíîñòè çàÿâîê â çîíå êàê

Λ(r) = λπr2, (10.3)

ãäå λ — èíòåíñèâíîñòü çàïðîñîâ â ÷àñ íà åäèíèöó ïëîùàäè, à
πr2 — ïëîùàäü çîíû â òåõ æå åäèíèöàõ. Ñóììàðíàÿ èíòåíñèâ-
íîñòü çàÿâîê â çîíå ìîæåò áûòü çàäàíà è íà îñíîâàíèè ðåàëüíûõ
äàííûõ, ïîëó÷åííûõ âî âðåìÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî îïûòà îáñëóæè-
âàíèÿ â äàííîé çîíå.

Средняя интенсивность обслуживания îáúåêòà â çîíå ðàâíà

µ(r) = , (10.4)

ãäå τ — ñðåäíåå âðåìÿ ðåìîíòà, r* — ñðåäíåå ðàññòîÿíèå äî îáúåêòà
â çîíå a, ν — ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ÏÐÌ. Âåëè÷èíà r* çàâèñèò îò
ðàçìåùåíèÿ îáñëóæèâàåìûõ îáúåêòîâ ïî îòíîøåíèþ ê áàçå ÏÐÌ.

Îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà äëÿ âðåìåíè îæèäàíèÿ íà÷àëà îáñëóæè-
âàíèÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

W = . (10.5)

 Ïðèâåäåì íà ðèñ. 10.2 òó æå
òîïîãðàôèþ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ è áàçû
ÏÐÌ, ÷òî è íà ðèñ. 10.1. Ïðåäñòàâèì êàðòó
â ôîðìàëèçîâàííîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âè-

äå. Çäåñü ÷åðåç  A îáîçíà÷åíà ÏÐÌ, à ÷åðåç

a,  b,  c, ... ,  h — îáúåêòû îáñëóæèâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òðàíñïîðòíûõ çàäà÷

òàê íàçûâàåìàÿ «ìàíõýòòåíñêàÿ ìåòðè-
êà»** ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîäõîäÿùåé, ÷åì åâê-

* Âûâîä ôîðìóëû (10.2) ïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè 5.
** Ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêîé íàçûâàåòñÿ ìåòðèêà â ïðîñòðàíñòâå, â êî-

òîðîì ðàçðåøåíî òîëüêî äâèæåíèå ïî ëèíèÿì «Ñåâåð — Þã» è «Çà-
ïàä — Âîñòîê» àíàëîãè÷íî äâèæåíèþ íà Ìàíõýòòåíå â Íüþ- Éîðêå.

Λ
µ
----

Λ
µ µ  – Λ( )
------------------------

1
τ  + r*/ν
-----------------------

7

6

5

4

3

2

1

0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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b

d

f

c

h g

e
A

Рис. 10.2

λπr2 r*/ν + τ( )
r*/ν + τ( )–1  – λπr2

-------------------------------------------------------
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ëèäîâà, ïîñêîëüêó äîðîãè íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè
ïóíêòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàíõýòòåíñêîé ìåòðèêîé ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíê-
òàìè ñ êîîðäèíàòàìè (x1, y1) è (x2, y2) ðàâíÿåòñÿ |x1 – x2| + |y1 – y1|. Ýòî íå-
ñêîëüêî îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó áàçîé ÏÐÌ è îáñëóæèâàþùè-
ìè îáúåêòàìè. Â äàííîì ñëó÷àå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû (â óñëîâíûõ åäèíèöàõ ìàñø-

òàáà ðèñóíêà):  Aa = 5,    Ab  = 7,  Ac = 5,  Ad = 2,  Ae = 5,  Af = 3,  Ag = 4,

Ah = 4, à ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ðàâíî, òàêèì îáðàçîì, 4.375.

§ 10.3. ЗОНА ОБСЛУЖИВАНИЯ С НЕСКОЛЬКИМИ
ПЕРЕДВИЖНЫМИ РЕМОНТНЫМИ МАСТЕРСКИМИ

Общее описание

Ðàññìîòðèì òó æå çîíó îáñëóæèâàíèÿ, ÷òî è ðàíåå, ïðåäïîëî-
æèâ, ÷òî, íàïðèìåð, èíòåíñèâíîñòü çàïðîñîâ âîçðîñëà, ïîòðåáî-
âàâ óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ÏÐÌ (ðèñ. 10.3).

Ôèçè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð çîíû (ðàäèóñ â 120 êì) ñî-
õðàíÿåòñÿ. Îäíàêî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî çàïðîñîâ â çîíå ìî-
æåò îêàçàòüñÿ òàêèì, ÷òî äëÿ òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâàíèÿ îáúåê-
òîâ áóäåò íåäîñòàòî÷íî åäèíñòâåííîé ÏÐÌ â äàííîé çîíå.

Ìîäåëüþ îáñëóæèâàíèÿ îáúåêòîâ ãðóïïîé ÏÐÌ â ýòîé çîíå
ìîæåò áûòü n-êàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ òèïà
M/M/n* ñ äèñöèïëèíîé îáñëóæèâàíèÿ FIFO**.

Ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê (ñì.
Ïðèëîæåíèå 5, (Ï5.23)

W = ρ0, (10.6)

ãäå

Ð0 =  (10.7)

åñòü ñòàöèîíàðíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî n-êàíàëüíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâà-
íèÿ ñâîáîäíà (â äàííûé ìîìåíò íå îá-
ñëóæèâàåòñÿ íè îäíîé çàÿâêè).

* M/M/n — ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå äëÿ n-êàíàëüíîé ñèñòåìû ìàñ-
ñîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïóàññîíîâñêèì âõîäíûì ïîòîêîì è ýêñïî-
íåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûì âðåìåíåì îáñëóæèâàíèÿ.

** FIFO — äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ (àááðå-
âèàòóðà «First In — First Out»).

10.3.1.

ПРМ

База

Клиент

Рис. 10.3
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195§ 10.3. Зона обслуживания с несколькими
передвижными ремонтными мастерскими

Краткое описание метода

Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåðà çîí
îáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìîãî ÷èñëà ÏÐÌ è ðàçìåùå-
íèÿ èõ áàçû â êàæäîé èç çîí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîøàãîâîé èòåðàòèâ-
íîé è ñóùåñòâåííî èíòåðàêòèâíîé ïðîöåäóðîé. Íà êàæäîì øàãå
ïðîöåññà íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óæå
ïîëó÷åííûõ òåêóùèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîöåäóðà ýòà â îáùèõ ÷åðòàõ
ñëåäóþùàÿ.

(1) Ïîñòðîèòü èçîëèðîâàííóþ îïòèìàëüíóþ çîíó äëÿ îäè-
íî÷íîé ÏÐÌ, èñïîëüçóÿ ðàíåå îïèñàííûé ìåòîä àíàëèçà
çîí ñ îäèíî÷íîé ÏÐÌ.

(2) Ïîñòðîèòü ñîñåäíþþ èçîëèðîâàííóþ çîíó.
(3) Ïðîâåðèòü, ìîæíî ëè àãðåãèðîâàòü ýòè äâå çîíû â îäíó ñ

äâóìÿ ÏÐÌ, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå õàðàêòåðèñòèêè îáñëó-
æèâàíèÿ: âðåìÿ îæèäàíèÿ è âðåìÿ â ïóòè.

(4) Ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ ñîñåäíþþ çîíó. Äîáàâëåíèå çîí
äîëæíî èäòè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïðîöåññå ðàçðàñòà-
íèÿ îáùàÿ òåððèòîðèÿ, ïîêðûòàÿ çîíàìè îáñëóæèâàíèÿ,
èìåëà áû ïî âîçìîæíîñòè êîìïàêòíóþ êðóãëóþ ôîðìó.

(5) Ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó ñ øàãà (3).
(6) Ïðîäîëæàòü ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà âñÿ òåððèòîðèÿ

íå áóäåò ïîðûòà çîíàìè îáñëóæèâàíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíîé,
ò. å. îïèñàííîå âûøå èòåðàòèâíîå ðåøåíèå ìîæåò ñóùåñòâåííî
çàâèñåòü îò íà÷àëüíî âûáðàííîé òî÷êè ðàçðàñòàíèÿ çîíû îá-
ñëóæèâàíèÿ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîöåäóðó ìîæíî ïîâòîðèòü íå-
ñêîëüêî ðàç, âûáèðàÿ êàæäûé ðàç íîâóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó, è âû-
áðàòü â êà÷åñòâå ôèíàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷åìïèîíà, ò. å. ðåøåíèå,
õàðàêòåðèçóåìîå íàèëó÷øèìè èòîãîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îá-
ñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû, ëî-
êàëüíûå îïòèìóìû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñ-
ëîâèÿõ, âåñüìà áëèçêè ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè.

Построение зон обслуживания
с несколькими передвижными мастерскими

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 10.4, êîãäà íåêîòî-
ðàÿ òåððèòîðèÿ óæå ïîêðûòà çîíàìè îáñëóæèâàíèÿ ñ åäèíè÷íû-
ìè ÏÐÌ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî çîíà ñ ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìûì

10.3.2.

10.3.3.
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ðàäèóñîì ìîæåò ïîêðûòü âñå ýòè çîíû (ðèñ. 10.5). Â ýòîì ñëó÷àå
ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îáùåå ÷èñëî ÏÐÌ óäàñòñÿ ñíèçèòü, íå óõóä-
øèâ õàðàêòåðèñòèêè îáñëóæèâàíèÿ.

Сравнение зон с индивидуальным
и групповым обслуживанием

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå íåñêîëüêèõ àâòîíîìíûõ çîí îáñëóæèâàíèÿ ñ
èíäèâèäóàëüíûìè ÏÐÌ ñ îäíîé àãðåãèðîâàííîé çîíîé òîé æå îá-

ùåé ïëîùàäüþ, ãäå äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êëèåí-
òîâ èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ÏÐÌ (ðèñ. 10.6).

Èç òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èçâåñò-
íî, ÷òî âàðèàíò ñ ãðóïïîâûì îáñëóæèâàíèåì
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì. Ýòî ÿñíî è èç
îáùèõ ñîîáðàæåíèé, ïîñêîëüêó ìíîãîêàíàëü-
íàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ èìååò áîëüøåå
÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî ñðàâíåíèþ ñ ñîâî-
êóïíîñòüþ îäíîêàíàëüíûõ ñèñòåì ñ çàêðåï-
ëåííîé íàãðóçêîé.

Ðåçóëüòàòû êîëè÷åñòâåííîãî ñðàâíåíèÿ
ñðåäíåãî âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ ïðèâåäåíû â
òàáë. 10.1. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè âûñîêîé çà-
ãðóçêè ò. å. òå, â êîòîðûõ àãðåãèðîâàíèå çîí
íàèáîëåå ðàöèîíàëüíî.

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ àãðåãèðîâàííîé çîíû
îáñëóæèâàíèÿ, ñîñòîÿùåé èç ñåìè åäèíè÷íûõ
çîí ñóììàðíàÿ íàãðóçêà áûëà âçÿòà â ñåìü ðàç
áîëüøå. Èç ñðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òî ïðè ρ = 0.7 èñ-
ïîëüçîâàíèå àãðåãèðîâàííîé çîíû ñíèæàåò âðå-
ìÿ îæèäàíèÿ ïî÷òè íà 35% (2.5 ÷ âìåñòî 3.7 ÷ )

Объе�т

ПРМ

База

Рис. 10.5
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Рис. 10.4
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ремонтными мастерскими

è ïðè ýòîì ìîæíî îáîéòèñü ìåíüøèì ÷èñëîì ÏÐÌ. Äëÿ ρ = 0.8 íåò
âûèãðûøà â ÷èñëå ÏÐÌ îäíàêî âðåìÿ îæèäàíèÿ ïðàêòè÷åñêè â òðè
ðàçà ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå îäèíî÷íûõ çîí. Ïðè áîëåå âûñîêîé èí-
òåíñèâíîñòè çàãðóçêè âûèãðûø ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå îùóòèìûì.

§ 10.4. ПРИМЕР ПОСТРОЕНИЯ ЗОН ОБСЛУЖИВАНИЯ
ПЕРЕДВИЖНЫМИ РЕМОНТНЫМИ МАСТЕРСКИМИ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðàêòè÷åñêîå ïðèëî-
æåíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ê íàõîæäå-
íèþ çîí îáñëóæèâàíèÿ äëÿ îäíîé èç ñèñ-
òåì êîììåð÷åñêîé ñåòè ïåðåäà÷è öèôðî-
âîé èíôîðìàöèè*. Ïðèâåäåííûé ïðèìåð
îòíîñèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ çîí îáñëóæèâà-
íèÿ â þæíîé ÷àñòè àìåðèêàíñêîãî øòàòà
Ôëîðèäà. Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíûõ òåð-
ðèòîðèàëüíûõ åäèíèö âûáðàíû þæíûå
ãðàôñòâà, çàòåìíåííûå íà ðèñ. 10.7.

Входные данные

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ çîí îáñëóæèâàíèÿ áûëè èñïîëüçîâàíû èìåþ-
ùèåñÿ ïîëåâûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, à òàêæå äàííûå î ïëîùà-
äÿõ ðàçëè÷íûõ ãðàôñòâ Ôëîðèäû, âçÿòûå èç Àòëàñà ÑØÀ; èñõîä-
íûå ñâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 10.2.

* Ïðîåêò áûë âûïîëíåí àâòîðîì äëÿ àìåðèêàíñêîé êîìïàíèè
Hughes Network Systems, Inc.( Germantown, Maryland, ÑØÀ)

Таблица 10.1

Ðàäèóñ çîíû = 40 êì
Ñðåäíåå âðåìÿ â ïóòè — 1 ÷

Ðàäèóñ çîíû = 120 êì
Ñðåäíåå âðåìÿ â ïóòè — 3 ÷

ρ Ñðåäíåå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ

ρ Ñðåäíåå âðåìÿ
îáñëóæèâàíèÿ

×èñëî ÏÐÌ

0.79 3.7 ÷ 4.9 2.5 ÷ 6

0.89 5.1 ÷ 5.6 1.8 ÷ 7

0.99 9.1 ÷ 6.3 5.1 ÷ 7

0.99 — d 7 3.2 ÷ 8

Флорида

Рис. 10.7

10.4.1.
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Таблица 10.2

Áûëè âûäâèíóòû ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó îáñëóæè-
âàíèÿ: âðåìÿ îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ íå äîëæíî ïðåâûøàòü
äâóõ ÷àñîâ, à âðåìÿ â ïóòè — òðåõ ÷àñîâ.

Построение зон обслуживания
единичной ремонтной мастерской

ПОСТРОЕНИЕ ПЕРВОЙ ЗОНЫ

■ Øàã 1. Ïåðâûì âûáåðåì ãðàôñòâî ¹ 1, ðàñïîëîæåííîå íà
þãî-âîñòîêå ïîëóîñòðîâà Ôëîðèäà, âûäåëåííîå íà êàðòå ðèñ. 10.8.
Áàçà ÏÐÌ ðàçìåùàåòñÿ â òî÷êå ñ íàèâûñøåé
êîíöåíòðàöèåé îáñëóæèâàåìûõ îáúåêòîâ, â
äàííîì ñëó÷àå â ã. Ìàéàìè, îáîçíà÷åííîì ñâåò-
ëûì êðóæî÷êîì.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîìåùåíû â òàáë. 10.3.
Äëÿ âû÷èñëåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà ïðîãðàì-
ìà íà Microsoft Excel, ðàçðàáîòàííàÿ ñïåöè-
àëüíî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Âû÷èñëåííàÿ
âåëè÷èíà âðåìåíè îæèäàíèÿ ðàâíà 0.5 ÷.

Таблица 10.3

Íîìåð
ãðàôñòâà

Íàçâàíèå
ãðàôñòâà

Ïëîùàäü
(êâ. ìèëè)

×àñòîòà îòêàçîâ 
(â ÷àñ)

1 Dade 1955 0.047

2 Monroe 1034 0.005

3 Broward 1211 0.054

4 Collier 1994 0.010

6 Hendry 1163 0.001

5 Palm Beach 1993 0.056

7 Martin 555 0.005

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

Ðåçóëüòàò 1 0.5 0.67 0.17 24.9

10.4.2.
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Рис. 10.8
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199§ 10.4. Пример построения зон обслуживания передвижными 
ремонтными мастерскими

■ Øàã 2. Ðàñøèðèì çîíó îáñëóæèâàíèÿ, ïî-
ñêîëüêó âñå õàðàêòåðèñòèêè îáñëóæèâàíèÿ áî-
ëåå ÷åì óäîâëåòâîðÿþò òðåáîâàíèÿì. Â êà÷åñò-
âå ñëåäóþùåãî ñîñåäíåãî ãðàôñòâà âûáåðåì
ãðàôñòâî ¹ 2. Íà ðèñ. 10.9 âíîâü äîáàâëåííîå
ãðàôñòâî çàêðàøåíî òåìíî-ñåðûì öâåòîì, à
ïðåäûäóùåå ãðàôñòâî ¹ 1 çàêðàøåíî ñâåòëî-
ñåðûì öâåòîì.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîìåùåíû â òàáë. 10.4.
Âðåìÿ îæèäàíèÿ ðàâíî 0.8 ÷.

■ Øàã 3. Äîáàâèì î÷åðåäíîå ñîñåäíåå ãðàôñòâî — ¹ 3, âûäåëåí-
íîå òåìíî-ñåðûì öâåòîì íà ðèñ. 10.10.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 10.5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
òðåáîâàíèÿìè âðåìÿ îæèäàíèÿ íå äîëæíî ïðåâûøàòü äâóõ ÷àñîâ,
îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ýòî òðåáîâàíèå íàðóøåíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
ôîðìèðîâàíèå òàêîé çîíû îáñëóæèâàíèÿ èñêëþ÷åíî. Ïîïðîáóåì
íà ñëåäóþùåì øàãå âìåñòî ãðàôñòâà ¹ 3 âêëþ÷èòü â ðàññìîòðå-
íèå ãðàôñòâî ¹ 4.

■ Øàã 3-à (âòîðàÿ ïîïûòêà øàãà 3). Äîáàâëåíî ãðàôñòâî ¹ 4,
âûäåëåííîå òåìíî-ñåðûì öâåòîì íà ðèñ. 10.11.
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Рис. 10.9

Таблица 10.4

Таблица 10.5

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

Ðåçóëüòàò 0.052 1 0.8 2989 0.82 0.18 30.8

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

3 0.054 1211

Ðåçóëüòàò 0.106 1 2.3 2989 0.98 0.37 36.6
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200 Глава 10. Территориально!распределенные системы технического
обслуживания

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîìåùåíû â òàáë .10.6.
Ïîñêîëüêó âðåìÿ îæèäàíèÿ íàõîäèòñÿ â äîïóñòèìûõ ïðåäåëàõ,

ñäåëàåì ñëåäóþùóþ ïîïûòêó ðàñøèðåíèÿ çîíû îáñëóæèâàíèÿ.
■ Øàã 4. Äîáàâèì ãðàôñòâî ¹ 6 â ñåâåðíîé ÷àñòè çîíû îáñëóæè-
âàíèÿ, âûäåëåííîå òåìíî-ñåðûì öâåòîì íà ðèñ. 10.12. Ðåçóëüòà-
òû âû÷èñëåíèÿ ñâåäåíû â òàáë. 10.7.

Õîòÿ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âêëþ÷èòü åùå êàêîå-íèáóäü ñîñåä-
íåå ãðàôñòâî â äàííóþ çîíó (êðîìå ãðàôñòâà ¹ 3), ìû îñòàíîâèì-
ñÿ íà ýòî øàãå, ïîòîìó ÷òî äàëüíåéøåå åå ðàçðàñ-òàíèå ïðèâîäèò
ê óõóäøåíèþ ôîðìû çîíû. Ñîáñòâåííî, òàêîãî ðîäà êà÷åñòâåííûå,
ïëîõî ôîðìàëèçóåìûå àðãóìåíòû è ïðèâîäÿò ê èíòåðàêòèâíîìó
ðåøåíèþ çàäà÷è. Èòàê, ïîñòðîåíèå äàííîé çîíû çàêîí÷åíî.

ПОСТРОЕНИЕ ВТОРОЙ ЗОНЫ ОБСЛУЖИВАНИЯ. Ïðîïóñêàÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, íà÷íåì ýòîò øàã ñ ãðàôñòâà ¹ 3, äîáà-
âèâ ê íåìó ñðàçó æå ãðàôñòâî ¹ 5. Áàçó ÏÐÌ ðàçìåñòèì â
ã. Óýñò-Ïàëì-Áè÷ ñ íàèáîëåå ïëîòíûì ðàçìåùåíèåì îáñëóæèâàå-
ìûõ îáúåêòîâ, îáîçíà÷åííîì ñâåòëûì êðóæî÷êîì íà ðèñ. 10.13.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 10.8.

Çíà÷åíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ ñëåãêà ïðåâûøàåò òðåáóåìîå, îä-
íàêî òàêàÿ ïîãðåøíîñòü ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äîïóñòèìîé. Ê òîìó æå
ïåðâàÿ èç ïîñòðîåííûõ çîí îáñëóæèâàíèÿ íåäîãðóæåíà è ìîæåò â
ñëó÷àå íàäîáíîñòè îêàçàòü íåîáõîäèìóþ ïîääåðæêó. Òàêîãî ðîäà
êà÷åñòâåííûå íåôîðìàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíû
ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Пример построения зоны обслуживания
с двумя передвижными ремонтными мастерскими

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàëè ïîñòðîåíèå çîí ñ åäè-
íè÷íîé ÏÐÌ. Íà øàãå 3 (ðèñ. 10.10 è òàáë. 10.5) áûëî ïîëó÷åíî
âðåìÿ îæèäàíèÿ áîëüøå äîïóñòèìîãî. Ïîïðîáóåì òåïåðü èñïîëü-
çîâàòü äâå ÏÐÌ â ýòîé çîíå äåéñòâèÿ è äàæå ðàñøèðèòü çîíó äåé-
ñòâèÿ. Ôàêòè÷åñêè îãðàíè÷åíèåì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíî äîïóñòèìûé ðàäèóñ äåéñòâèÿ ÏÐÌ. Ñðàçó æå äàæå áåç

12

4
3

5
6

7

Рис. 10.11
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Рис. 10.12
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Рис. 10.10

10.4.3.
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201§ 10.4. Пример построения зон обслуживания передвижными 
ремонтными мастерскими

ïðåäâàðèòåëüíûõ ðàñ÷åòîâ äîáàâèì åùå îäíî ãðàôñòâî ¹ 4, âûäå-
ëåííîå òåìíî-ñåðûì öâåòîì íà ðèñ. 10.14. Áàçó ÏÐÌ ñîõðàíèì
ïî-ïðåæíåìó â Ìàéàìè (ãðàôñòâî ¹ 1), îáîçíà÷åííîì áåëûì êðó-
æî÷êîì. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ è
âðåìåíè â ïóòè äàíû â òàáë. 10.9.

Таблица 10.6

Таблица 10.7

Таблица 10.8

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

4 0.010 1994

Ðåçóëüòàò 0.062 1 1.1 4983 1.06 0.22 39.8

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

4 0.010 1994

6 0.001 1163

Ðåçóëüòàò 0.062 1 1.3 6146 1.18 0.22 44.2

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

3 0.054 1211

5 0.056 1993

Ðåçóëüòàò 0.110 1 2.1 3204 0.85 0.39 31.9
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Рис. 10.14
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Рис. 10.15

12

4
3

5
6

7

Рис. 10.13
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202 Глава 10. Территориально!распределенные системы технического
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Èç òàáë. 10.9 âèäíî, ÷òî ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ ïðè äâóõ ÏÐÌ
ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî ìåíüøå, ÷åì ðàíåå — ñðàâíèì ñ òàáë. 10.3, —
äàæå ïðè ñóùåñòâåííîì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè íà ñèñòåìó. Äàëåå,
äîáàâèâ åùå òðè ãðàôñòâà íà ñåâåðå çîíû (¹ 5, 6, 7), ïðîïóñêàÿ ïðî-
ìåæóòî÷íûå øàãè, ïðèõîäèì ê çîíå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 10.15.
Óìåíüøåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî
îæèäàíèå îáñëóæèâàíèÿ ïðîèñõîäèò òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà îáå
ÏÐÌ óæå çàíÿòû îáñëóæèâàíèåì òåêóùèõ çàÿâîê. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë .10.10.

Ðåøåíèå óëó÷øèòñÿ, åñëè ó àãðåãèðîâàííîé çîíû ñîçäàòü äâå
áàçû ÏÐÌ, ðàçìåùåííûå â Ìàéàìè è Óýñò-Ïàëì-Áè÷å.

Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò ïðèìåíèìîñòü äàííîãî
ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî èíòåðàêòèâíûì, ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà
àíàëèòèê ñàì äîëæåí ïðèíèìàòü ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî òîãî, êàê
ðàñøèðÿòü çîíó îáñëóæèâàíèÿ è êîãäà ïðåêðàùàòü ïðîöåññ, ïå-
ðåõîäÿ ê ñëåäóþùåìó ýòàïó ðàñ÷åòà.

Таблица 10.9

Таблица 10.10

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåì

â ïóòè
ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

3 0.054 1211

4 0.010 1994

Ðåçóëüòàò 0.116 2 0.17 6194 1.97 0.40 44.4

Íîìåð
ãðàôñòâà

×àñòîòà
îòêàçîâ

×èñëî
ÏÐÌ

Âðåìÿ
îæèäàíèÿ

Ïëîùàäü
Âðåìÿ
â ïóòè

ρ Ðàäèóñ

1 0.047 1955

2 0.005 1034

3 0.054 1211

4 0.010 1994

5 0.001 1163

6 0.056 1993

7 0.005 555

Ðåçóëüòàò 0.178 2 0.57 9905 2.5 0.61 56.2
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203§ 10.4. Пример построения зон обслуживания передвижными 
ремонтными мастерскими

Приложение 1

Основные понятия и термины
теории вероятностей

Ниже в конспективной форме излагаются основные сведе!
ния из теории вероятностей, необходимые для выбора и
анализа показателей надежности.

■ Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé F(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X
îïðåäåëÿåòñÿ êàê

F(x) = Pr{X m x}. (П 1.1)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X åñòü íàðàáîòêà íà îòêàç, òî F(x) èìå-
åò ñìûñë âåðîÿòíîñòè îòêàçà. Äîïîëíèòåëüíàÿ âåëè÷èíà

P(x) = 1 – F(x). (П 1.2)

ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû.

■ Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåïðåðûâ-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

f(x) =  F(x). (П 1.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî çàïèñàòü ýòî æå ñîîòíîøåíèå â ôîðìå

F(x) = f(x)dx. (П 1.4)

■ Íà÷àëüíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñ-
òåé F(x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Mk = xkf(x)dx = xkdF(x). (П 1.5)

■ Íà÷àëüíûé ìîìåíò 1-ãî ïîðÿäêà

M1 = xf(x)dx = xdF(x) (П 1.6)

íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, èëè ñðåäíèì ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû X.

d
dx
-------

∫
–×

x

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×
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204 Приложение 1. Основные понятия и термины теории вероятностей

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïî ñâîåìó ôîðìàëüíîìó îïðåäåëå-
íèþ ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì öåíòðà òÿæåñòè íåîäíîðîäíîãî
òîíêîãî ñòåðæíÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû ïî äëèíå â ñîîòâåòñò-
âèè ñ f(x) (ðèñ. Ï1.1).

Äëÿ íåïðåðûâíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êà-
êèìè, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿþòñÿ âñå íàðàáîòêè íà îòêàç, ìîæíî çà-
ïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãî:

M1 = P(t)dx. (П 1.7)

Äåéñòâèòåëüíî,

M1 = E{X} = tf(t)dt = tdF(t) = – tdP(t) = –tP(t)  + P(t)dt,

ãäå –tP(t)  = 0 äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.

■ Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóì-
ìå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ò .å.

E{X1 + X2 + ... + Xn} = E{X1} + E{X2} + ... + E{Xn}. (П 1.8)

■ Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé F(x) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

M(k) = (x – M1)kf(x)dx = (x – M1)kdF(x). (П 1.9)

■ Äèñïåðñèåé èëè öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

σ2 = M(2) = (x – M1)2f(x)dx = (x – M1)2dF(x). (П 1.10)

■ Ïðîâåäÿ ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

(x – M1)2f(x)dx = (x2 – 2M1x + )f(x)dx = M2 – ,

èëè îêîí÷àòåëüíî
σ2 = M2 – . (П 1.11)

Âåëè÷èíà σ íàçûâàåòñÿ ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì.
Ïî ôîðìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ äèñïåðñèÿ àíàëîãè÷íà ìîìåíòó

èíåðöèè. Íà ñàìîì äåëå äèñïåðñèÿ õàðàêòåðèçóåò ðàçáðîñ âåðî-
ÿòíîñòíîé ìàññû îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Íà ðèñ. Ï1.2 ïðåäñòàâëåíû ñëó÷àè ðàñïðåäåëåíèé ñ ðàç-
ëè÷íûìè äèñïåðñèÿìè.

∫
0

×

∫
0

×

∫
0

×

∫
0

× ×

0 ∫
0

×

×

0

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×

∫
–×

×
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205§ 10.4. Пример построения зон обслуживания передвижными 
ремонтными мастерскими

Äëÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, X2, ... , Xn äèñïåð-

ñèÿ σ2(X) ñóììû ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå äèñïåð-
ñèé ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí σ2(Xj), ò. å.

σ2{X1 + X2 + ... + Xn} = σ2{X1} + σ2{X2} + ... + σ2{Xn}. (П 1.12)

t0

f(t)

t0

f(t)

Прое�ция центра тяжести

Рис. П1.2

t0

f(t)

t0

f(t)

Прое�ция центра тяжести

Рис. П1.1
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206 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

Приложение 2

Основные распределения
теории надежности

Показатели надежности представляют собой инженерные
интерпретации тех или иных характеристик распределений
случайных величин или случайных процессов. Здесь приве!
дены основные распределения вероятностей, используемые
в теории надежности.

П 2.1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Ïóñòü âîçìîæíû äâå âçàèìîèñêëþ÷àþùèå äðóã äðóãà ðåàëèçà-
öèè ñîáûòèÿ X: óñïåõ è îòêàç. Ïóñòü óñïåõ ðåàëèçóåòñÿ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ p, à отказ — ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1 – p. Ïðèñâîèì ñîáûòèþ
успех çíà÷åíèå 1, à ñîáûòèþ отказ çíà÷åíèå 0, ò. å. îïðåäåëèì ñëó-
÷àéíóþ âåëè÷èíó X êàê:

X = 

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ìîæåò áûòü
çàïèñàíà êàê

Pr {X = x} =  (П 2.1)

èëè â êîìïàêòíîé ôîðìå

{X = x} = pxqx – 1. (П 2.2)

Ðàñïðåäåëåíèå (2.1) íàçûâàåòñÿ распределением Бернулли, à ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà X — бернуллиевой случайной величиной. Ñðåäíåå
çíà÷åíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî

M1 = 1•p + 0•q = p, (П 2.3)

è âòîðîé íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâåí

M2 = 12•p + 02•q = p. (П 2.4)

1, åñëè íàáëþäàåòñÿ успех,
0, åñëè íàáëþäàåòñÿ отказ.

p, åñëè x = 1,
q, åñëè x = 0,
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207П 2.2. Геометрическое распределение

Äèñïåðñèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (Ï1.7)

σ2{X} = M2 – (M1)2 = p – p2 = pq. (П 2.5)

Ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè ïðèìåíÿåòñÿ ïðè îïèñàíèè ÿâëåíèé
ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè èñõîäàìè, íàïðèìåð òàêèìè, êàê áðîñàíèå
ìîíåòû.

П 2.2. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé Áåð-
íóëëè. Ïóñòü X åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ óñïåõîâ äî ïåðâîãî îòêàçà. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
X èìååò геометрическое распределение:

{X = k} = pxq. (П 2.6)

Êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åñòü

Pr{X m x} = q pk = 1 – q pk =

= 1 – qpx+ 1 pk = 1 –  = 1 – px + 1. (П 2.7)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü ìîæåò áûòü íàéäåíà è íà îñíîâà-
íèè äðóãèõ ðàññóæäåíèé. Âåðîÿòíîñòü P{X > x} ñîîòâåòñòâóåò ñî-
áûòèþ, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â òîì, ÷òî ïðîèçîéäóò ïåðâûå (x + 1)
óñïåõîâ, è íå âàæíî, ÷òî ïðîèçîéäåò ïîñëå ýòîãî. Ýòî ñîáûòèå
ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ px+1, ò. å.

P{X > x} = px + 1, (П 2.8)

à ñëåäîâàòåëüíî, äîïîëíèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P{X m x} = 1 – px + 1.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàõîäèòñÿ îáû÷íûì
ñïîñîáîì:

M1 = xpxq. (П 2.9)

Âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê ñëåäóþùåìó:

xpxq = pq• px = pq•  = , (П2.10)

Ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì îïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, äëèíà
ñåðèè óñïåøíûõ èñõîäîâ íà èñïûòàíèÿõ îáðàçöîâ, à òàêæå ÷èñëî ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ óäà÷íûõ ñðàáàòûâàíèé ðåëå èëè ïåðåêëþ÷àòåëåé.

∑
x

k = 0
∑
×

k = x + 1

∑
×

k = 0

qpx+ 1

1 – p
-----------------

∑
×

x = 0

∑
×

x = 0

d
dp
------- ∑

×

x = 0

d
dp
------- 1

1 – p
-------------- 

  p
q
---
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208 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

П2.3. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ó êîòîðîãî âåðîÿò-
íîñòü óñïåõà, p, áëèçêà ê åäèíèöå, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå çíà÷åíèå,
q = 1 – p n 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ðàâ-
íàÿ ÷èñëó óñïåõîâ â íåïðåðûâíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, áóäåò
áîëüøå çàäàííîãî n, ðàâíà

Pr{X l n} = pn = (1 – q)n. (П 2.11)

Ïóñòü êàæäîå èñïûòàíèå Áåðíóëëè äëèòñÿ âðåìÿ ∆. Âåðîÿò-
íîñòü îòêàçà â òå÷åíèå ýòîãî âðåìåíè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
q = λ∆, ãäå λ åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ñìûñë êîòîðîé áóäåò ïîÿñ-
íåí íèæå. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîâåäåíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî
îïûòîâ n. Ïóñòü n èñïûòàíèé Áåðíóëëè äëÿòñÿ â òå÷åíèå âðåìå-
íè t = n ∆. Òîãäà ôîðìóëó (Ï2.11) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P(t) = P{X l n} = (1 – λ∆)t∆,

îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆ º 0, ïîëó÷àåì

P(t) = exp(–λt). (П 2.12)

Ïîñêîëüêó (Ï2.12) åñòü ôóíêöèÿ, äîïîëíèòåëüíàÿ ê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

F(t) = 1 – exp(–λt). (П 2.13)

Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ экспоненциальным рас-
пределением, à λ — ïàðàìåòðîì ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî.

Ïëîòíîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ êàê

f(t) = [1 – exp(–λt) = λ exp(–λt). (П 2.14)

Ñðåäíåå äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ëåãêî
íàéòè ïóòåì ïðÿìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

M1 = tλ exp(–λt)]dt = . (П 2.15)

Âòîðîé íà÷àëüíûé ìîìåíò íàõîäèòñÿ êàê

M2 = λt2exp(–λt)dt = . (П 2.16)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äèñïåðñèè (Ï1.7), ïîëó÷àåì èç (Ï2.15) è
(Ï2.16) äèñïåðñèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

σ2 =  –  = . (П 2.17)

d
dt
------

∫
0

× 1
λ
---

∫
0

× 2
λ2
------

2
λ2
------ 1

λ2
------ 1

λ2
------
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209П 2.4. Гиперэкспоненциальное распределение

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êàê è ãåîìåòðè÷åñêîå, îáëà-
äàåò ìàðêîâñêèì ñâîéñòâîì. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè
X > x, ò. å. äî ìîìåíòà x îòêàç íå ïðîèçîøåë, òî

P(x, t + x|X > x) = P(0, t) = exp(–λt). (П 2.18)

Èíûìè ñëîâàìè, åñëè íåêîòîðûé îáúåêò õàðàêòåðèçóåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì âðåìåíåì ðàáîòû äî îòêàçà, òî îáúåêò, ïðîðàáî-
òàâøèé ïðîèçâîëüíîå âðåìÿ, íî íå îòêàçàâøèé ê äàííîìó ìîìåí-
òó, ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì íàäåæíîñòè áóäåò íåîòëè÷èì îò
ñîâåðøåííî íîâîãî îáúåêòà.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçó-
åòñÿ â ðàñ÷åòàõ íàäåæíîñòè, ïîñêîëüêó îáû÷íî áûâàåò èçâåñò-
íà òîëüêî ñðåäíÿÿ íàðàáîòêà íà îòêàç èëè îáðàòíàÿ åé âåëè-
÷èíà — èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ, ò. å. èñïîëüçîâàíèå îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñòâåííî. Âòîðîé íåìàëîâàæíîé
ïðè÷èíîé èñïîëüçîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â
èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ, õîòÿ, âåðîÿòíî, è íå âñåãäà îïðàâäàí-
íîé*, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü óäîáíûå ðàñ÷åòíûå ôîð-
ìóëû.

П 2.4. ГИПЕРЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîãäà âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû
èëè âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìåþò гиперэкспоненциальное распреде-
ление:

P(t) = ∑pk exp(–λkt). (П 2.19)

Äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå ëåãêî íàõîäèòñÿ êàê ñðåäíå-
âçâåøåííîå çíà÷åíèå ñðåäíèõ èñõîäíûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé:

M1 = . (П 2.20)

Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò óáûâàþùóþ èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ:

λ(t) = , (П 2.21)

* Èíîãäà, ïðàâäà, èñïîëüçîâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
áåç äîëæíîãî îáîñíîâàíèÿ íàïîìèíàåò ïîèñê ïîòåðÿííûõ íà óëèöå
êëþ÷åé íî÷üþ ïîä ôîíàðåì  ëèøü ïîòîìó, ÷òî ïîä íèì ñâåòëî!

∑
n

k = 1

pk

λk
------

pkλkexp –λkt( )
k = 1

n

∑

pkexp –λkt( )
k = 1

n

∑
-----------------------------------------------------
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210 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

ïðè÷åì ïðè t = 0

λ(0) =  = pkλk, (П 2.22)

à ïðè t º ×, êàê íåòðóäíî âèäåòü íåïî-
ñðåäñòâåííî èç (Ï2.21),

λ(t) = λj. (П 2.23)

Î÷åâèäíî, λ(0) l λj. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñ-

òè îòêàçîâ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. Ï2.1.
Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âçâåøåííîé ñìåñè n ýêñïîíåíò âîç-

íèêàåò â ñëó÷àå, êîãäà â ñèñòåìå èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû, ïðèíà-
äëåæàùèå ðàçíûì ïîñòàâùèêàì èëè ðàçíûì ïàðòèÿì ïðîäóê-
öèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñàìà ïî ñåáå ìîæåò èìåòü è âåñüìà ñòà-
áèëüíûå ïîêàçàòåëè íàäåæíîñòè, íî ñàìè ýòè ïîêàçàòåëè
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò ñ âðåìåíåì ðåìîíòà, êîãäà èìåþòñÿ ðåìîíòíûå îðãàíû
ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ïðîâåäåíèÿ âîññòàíîâèòåëüíûõ ðàáîò.
Â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòèðóþùåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èìååò ãèïå-
ðýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

П 2.5. БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ïðîâîäèòñÿ ñåðèÿ n èñïûòàíèé Áåðíóëëè.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ýòèõ èñïûòàíèé ïðîèçîé-
äåò ðîâíî k óñïåõîâ? Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó n íåçàâèñèìûõ áåðíóëëèåâûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, ò. å.

X = X1 + X2 + ... + Xn = Xk, (П 2.24)

ãäå Xk åñòü áåðíóëëèåâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

k-ìó èñïûòàíèþ.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì, ïîä÷è-

íÿåòñÿ биномиальному закону распределения. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïðè n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ïðîèçîéäåò ðîâíî k óñïåõîâ, îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

P(n; k) = pkqn – k. (П 2.25)

t0

λ(t)

λ(0)

min λj

Рис. П2.1

pkλk
k = 1

n

∑
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k = 1

n

∑
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n

k = 1
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lim

1 m j m n
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1 m j m n
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∑
n
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211П 2.6. Распределение Пуассона

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (Ï1.4) è âçÿâ çíà÷åíèå äëÿ ñðåä-
íåãî â ðàñïðåäåëåíèè Áåðíóëëè (Ï2.3), ìîæíî çàïèñàòü:

E{X1 + X2 + ... + Xn} = nE{X1} = np. (П 2.26)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (Ï1.9) è èìåÿ â âèäó (Ï2.5),
ìîæíî çàïèñàòü äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

σ2 = npq. (П 2.27)

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: åñëè
ïðîèçâîäÿòñÿ äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè, îäíà
îáúåìà n1, à äðóãàÿ — îáúåìà n2, ïðè÷åì îáå ñ îäèíàêîâîé âåðî-

ÿòíîñòüþ óñïåõà p, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ïðîâåäåíèþ îäíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé Áåðíóëëè îáúåìà n = n1 + n2. Êîíå÷íî,

ýòîò ðåçóëüòàò èíòóèòèâíî ÿñåí. Îí ëåãêî ìîæåò áûòü è ñòðîãî
äîêàçàí ïðè ïîìîùè ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè.

Â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âñòðå-
÷àåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ãîòîâîé
ïðîäóêöèè, ïðè àíàëèçå ñèñòåì ñ íàãðóæåííûì ðåçåðâîì è â íå-
êîòîðûõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

П 2.6. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПУАССОНА

Распределение Пуассона î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â òåîðèè íàäåæíîñòè. Ðàñ-
ñìîòðèì áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî
èñïûòàíèé Áåðíóëëè n âåëèêî, à p áëèçêî ê åäèíèöå. Â ýòîì ñëó-
÷àå âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè (Ï2.25) äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òðóäíîñòü:
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì áîëüøèõ çíà÷åíèé áèíîìèàëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ íà î÷åíü ìàëûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè (Ï2.25), êîãäà
n º ×, q º 0, a nq = const:

qkpn – k d lim[n•(n – 1)•...•(n – k + 1)] (1 – q)n – k.

Ïîñêîëüêó n l k, èìååì [n•(n – 1)•...•(n – k + 1)] d nk è
(1 – q)n – k = exp(–nq). Â èòîãå ïîëó÷àåì

qkpn – k =  exp(–nq). (П 2.28)

n

k 
  qk

k!
------

n º ×
lim

n º ×
lim

n

k 
  nq( )k

k!
---------------
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212 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

Ôîðìóëà (Ï2.28) îòðàæàåò ôóíäàìåíòàëüíóþ â òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé теорему Пуассона. Ïóñòü èíòåðâàë [0,t] ðàçáèò íà n ïîäûí-
òåðâàëîâ äëèíû ∆. Åñëè ìû òåïåðü ïîëîæèì ÷òî êàæäîå èñïûòà-
íèå Áåðíóëëè çàíèìàåò ∆ åäèíèö âðåìåíè, à ñðåäíåå ÷èñëî îòêà-
çîâ â åäèíèöó âðåìåíè ñîñòàâëÿåò λ, òî âåëè÷èíà nq ìîæåò áûòü
çàìåíåíà íà λt. Òåïåðü ôîðìóëó (2.28) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

pk(t) = e–λt. (П 2.29)

Èòàê, åñëè â ñðåäíåì çà åäèíèöó âðåìåíè ïðîèñõîäèò λ îòêàçîâ, òî
pk(t) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t ïðîèçîéäåò ðîâíî k îò-

êàçîâ. Êóìóëÿòèâíàÿ ôóíêöèÿ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pj m k (t) =  e–λt. (П 2.30)

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñîîòíîñèòñÿ ñ
áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, êàê ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñîîòíîñèòñÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì.

Íàõîäèì ñðåäíåå ÷èñëî îòêàçîâ íà èíòåðâàëå t:

M1 = k e–λt = λt e–λt = λte–λt  = λt. (П 2.31)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà λt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îòêàçîâ çà âðåìÿ t:

M1 = λt. (П 2.32)

Ýòî æå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ λ êàê ñðåäíåãî ÷èñëà îòêàçîâ â
åäèíèöó âðåìåíè.

Äèñïåðñèÿ ÷èñëà îòêàçîâ ïðè ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà ðàâíà
çíà÷åíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ò. å.

σ2 = λt. (П 2.33)

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî, íàéäÿ âòîðîé ìîìåíò
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà:

M2 = k2 e–λt = λt (k – 1 + 1) e–λt =

 = λt (k – 1) e–λt + λt e–λt = (λt)2 + λt. (П 2.34)

Îòñþäà ïîëó÷àåì
σ2 = M2 – (M1)2 = λt. (П 2.35)

λt( )k
k!

--------------

∑
k

j = 0

λt( )j
j!

-------------

∑
×

k = 0

λt( )k
k!

-------------- ∑
×

k = 1

λt( )k
k  – 1( )!

--------------------- ∑
×

k = 0

λt( )k
k!

--------------

∑
×

k = 0

λt( )k
k!

-------------- ∑
×

k = 0

λt( )k– 1

k – 1( )!
---------------------

∑
×

k = 0

λt( )k– 1

k – 1( )!
--------------------- ∑

×

k = 0

λt( )k– 1

k – 1( )!
---------------------

2024740v1.fm  Page 212  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



213П 2.7. Распределение Эрланга

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðèáëèæåí-
íûõ âû÷èñëåíèé áèíîìèàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé, êîãäà ÷èñëî èñïû-
òàíèé âåëèêî, à îæèäàåìîå ÷èñëî îòêàçîâ ìàëî.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà èñïîëüçóåòñÿ âî
ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, â òîì ÷èñëå â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ
ðàñ÷åòîì íåîáõîäèìîãî ÷èñëà çàïàñíûõ ýëåìåíòîâ — õîëîäíûé
ðåçåðâ.

П 2.7. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЭРЛАНГА

Распределением Эрланга k�го порядка называется распределение сум!
мы k идентичных* экспоненциально распределенных случайных величин.

Îáîçíà÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ÷åðåç ek(t). Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà 1-ãî ïîðÿäêà ñîâïàäàåò ñ

ýêñïîíåíöèàëüíûì, ò. å. åãî ïëîòíîñòü âûðàæàåòñÿ êàê

e1 = exp(– t). (П 2.36)

Ðåêóððåíòíûì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñ-
òè ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà, ek(t):

ek(t) = ek – 1(y) λ exp[–(t – y)λ]dy = λ exp(– λt). (П 2.37)

Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà k-ãî ïîðÿäêà åñòü ðàñïðåäåëå-
íèå ñóììû ýêñïîíåíöèàëüíûõ âåëè÷èí, ýòî ïîçâîëÿåò ñ èñïîëüçîâà-
íèåì (Ï1.9) è (Ï1.13) çàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè:

M1 = , (П 2.38)

σ2 = . (П 2.39)

Èç âûðàæåíèÿ (Ï2.37) ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà
òåñíî ñâÿçàíî ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà.

Ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà k-ãî
ïîðÿäêà, êîòîðóþ íåòðóäíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ (Ï2.37), èìååò âèä

λk(t) = . (П 2.40)

* Èíîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà, ãäå
ñëàãàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå ýêñïîíåí-
öèàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàæäîå ñî ñâîèì ïàðàìåòðîì.

∫
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214 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

Êà÷åñòâåííûé àíàëèç ýòîé ôóíêöèè
ïîêàçûâàåò, ÷òî λk(0) = 0 â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè, è λk(t) º λ ïðè t º ×

(ñì. ðèñ. Ï2.2).
Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà èñïîëüçóåò-

ñÿ â òåîðèè íàäåæíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ
ðàçëè÷íûõ ìíîãîôàçîâûõ ïðîöåññîâ.
Íàïðèìåð, ñëó÷àéíîå âðåìÿ ðàáîòû íå-
âîññòàíàâëèâàåìîé ñèñòåìû ñ õîëîä-

íûì ðåçåðâîì èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà; âðåìÿ âîññòàíîâëå-
íèÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ïðîöåäóð, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñëó÷àéíà è ðàñïðåäåëåíà ýêñïîíåíöèàëüíî, òîãäà åãî ðàñïðåäåëå-
íèå òàêæå èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà.

П 2.8. НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Нормальное распределение, ÷àñòî íàçûâàåìîå распределением Гаусса,
èãðàåò âàæíóþ ðîëü âî ìíîãèõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðèëîæåíèÿõ.
Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ãëàñèò, ÷òî
ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ïðåäåëå èìååò íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå (ïðè äîñòàòî÷íî ñëàáûõ óñëîâèÿõ). Ïëîòíîñòü
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà âñåé äåéñòâèòåëüíîé
îñè, èìååò âèä

f(t) = exp –  , (П 2.41)

ãäå ïàðàìåòðû a è σ2 åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
ñîîòâåòñòâåííî. Ïëîòíîñòü íîðìèðîâàííîãî è öåíòðèðîâàííîãî
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ðàñïðåäåëåíèÿ ñ a = 0 è σ2 = 1:

ψ(t) = exp – , (П 2.42)

òàáóëèðîâàíà. Èíòåãðàëüíàÿ (êóìóëÿòèâíàÿ) ôóíêöèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ òàáóëèðîâàíà â íåñêîëüêèõ ôîðìàõ:

✓ êàê ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

F(t) = f(x)dx, (П 2.43)

✓ â âèäå ôóíêöèè Ëàïëàñà

Ô(t) = f(x)dx. (П 2.44)

t0
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215П 2.8. Нормальное распределение

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ìû èìå-
åì äåëî ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, èìåþùèìè
ñìûñë âðåìåíè âðåìÿ (íàðàáîòêè íà
îòêàç, äëèòåëüíîñòü çàìåíû è ò. ï.).
Â òî æå âðåìÿ íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå îïðåäåëåíî íà âñåé ÷èñëî-
âîé îñè (–×, ×). Â ñâÿçè ñ ýòèì â
çàäà÷àõ íàäåæíîñòè ïðèõîäèòñÿ
ðàññìàòðèâàòü óñå÷åííîå ñëåâà íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (ðèñ. Ï2.3).
Äëÿ óñå÷åííîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòü äîëæíà áûòü ïåðåíîðìèðîâàíà òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïëîùàäü ïîä êðèâîé îò 0 äî × áûëà áû ðàâíà
åäèíèöå.

Âûðàæåíèå äëÿ ïëîòíîñòè усеченного нормального распределения

òàêîâî:

f(óñå÷)(t) =  =

= • exp . (П  2.45)

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ íàäåæíîñòè, êîãäà â êà÷åñòâå ñëó÷àé-
íî âåëè÷èíû ðàññìàòðèâàåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû äî îòêàçà, îáû÷íî
σ/a n 1, à ïîñåìó çíàìåíàòåëü â (Ï2.45) î÷åíü áëèçîê ê åäèíèöå,
ò. å. ôàêòè÷åñêè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ íåóñå÷åííûì íîðìàëüíûì
ðàñïðåäåëåíèåì.

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññî-
íà, êîãäà èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âåëèêè. Ýòà àïïðîêñèìà-
öèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå â ôîðìå
òåîðåìû Ìóàâðà — Ëàïëàñà. Äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìèðóþùåå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî
ñðåäíèì a = np è äèñïåðñèåé σ2 = np, à â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà áåðåòñÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì a = λt è
äèñïåðñèåé σ2 = λt.

Íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèçóþò â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû è âðåìÿ ðåìîíòà.

t0

f(t)

Плотность усеченно>о
нормально>о
распределения

Плотность
нормально>о
распределения

Рис. П2.3
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П 2.9. РАВНОМЕРНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Равномерным распределением называется распределение, опреде!
ленное на интервале [õ, ó] (рис. П2.4) и имеющее плотность

f(t) = . (П 2.46)

Ñðåäíåå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, î÷åâèä-
íî, ðàâíî

M1 = , (П 2.47)

à äèñïåðñèÿ, êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ñîñòàâëÿåò

σ2 = . (П 2.48)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìå-
òîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Çäåñü ãåíåðàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ ñ ëþ-
áûì çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì F(t) ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èñïîëüçî-
âàíèÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ: ξ = F–1(ψ), ãäå ψ — ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

П 2.10. ВЫРОЖДЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ

Вырожденным называется распределение вида

F(t) = (П 2.49)

Выражение (П2.49) есть не что иное, как распределение постоянной
величины T.

Â òåîðèè íàäåæíîñòè ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
îïèñàíèÿ âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ðåçåðâ, à òàêæå â ðÿäå äðó-
ãèõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê äëÿ
ñòàðåþùèõ ýëåìåíòîâ.

П 2.11. ОТНОШЕНИЯ МЕЖДУ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Äëÿ ðàçóìíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ íàäåæíîñòè âàæíî îñÿçàòü ñâÿçü è âçàèìîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîïûòêà ïîìî÷ü ÷è-
òàòåëþ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäïðèíÿòà ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû,
èçîáðàæåííîé íà ðèñ. Ï2.5. Îïèøåì âñå ãåíåòè÷åñêèå îòíîøå-

t

f(t)

y–x

1

x y

Рис. П2.4

1
y  – x
---------------

y  – x
2

---------------

y  – x( )2

12
-----------------------

0, åñëè t < T, 
1, åñëè t l T.
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217П 2.11. Отношения между распределениями вероятностей

íèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé, ïðåäñòàâëåííûìè ýòîé
äèàãðàììîé.

1 (1) Áåçóñëîâíî ïðàùóðîì âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Бернулли: ýòî ðàñïðåäåëåíèå èí-
äèêàòîðà ñîáûòèÿ, êîòîðûé ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç
«1» äëÿ óñïåõà â èñïûòàíèè è ÷åðåç «0» äëÿ íåóäà÷íîãî
èñïûòàíèÿ (îòêàçà). Íåïðåðûâíàÿ ñåðèÿ (ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü) îäíîðîäíûõ èíäèêàòîðîâ (ò. å. ñåðèÿ åäèíèö èëè
æå íóëåé) ïðèâîäèò íàñ ê геометрическому ðàñïðåäåëåíèþ.

1 (2) Åñëè äëèòåëüíîñòü êàæäîãî èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè óñòðå-
ìèòü ê íóëþ, à âåðîÿòíîñòè óñïåõà óñòðåìèòü ê åäèíèöå,
òî ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ экспоненциальное.

1 (3) Åñëè îáðàçîâàòü âçâåøåííóþ ñóììó ýêñïîíåíöèàëüíûõ
âåëè÷èí, òî ïðîèçîéäåò ïåðåõîä îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ê гиперэкспоненциальному.

1 (4) Ðàññìàòðèâàÿ èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî îòíîøåíèþ
ê ãåîìåòðè÷åñêîìó, ïîëó÷àåì биномиальное ðàñïðåäåëå-
íèå. Â ñàìîì äåëå, ÷òî îçíà÷àåò ïîëó÷èòü k óñïåõîâ â n
èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè? Ýòî îçíà÷àåò íàéòè ïîëíóþ âåðî-

Распределение
Бернулли

Геометричес�ое
распределение

Э�споненциальное
распределение

Гиперэ�споненциальное
распределение

1

Биномиальное
распределение

Распределение
Пуассона

6 7

Нормальное
(Гаусса)

8 9

11

2

4

3

Распределение
Эрлан>а

5

распределение

Вырожденное
распределение

(постоянная
величина)

Геометричес�ое
распределение

10
12

Рис. П2.5
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218 Приложение 2. Основные распределения теории надежности

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà (k – 1) ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ìåíüøå n ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììà k ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí áîëüøå n.

1 (5) Ðàñïðåäåëåíèå Эрланга ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû
ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

1 (6) Пуассоновское ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê áèíîìèàëüíîìó.

1 (7) Îòíîøåíèÿ ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì Ýðëàíãà è ðàñïðåäåëå-
íèåì Ïóàññîíà íàïîìèíàþò îòíîøåíèÿ ìåæäó ãåîìåòðè-
÷åñêèì è áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì: ðàñïðåäåëåíèå
Пуассона ÿâëÿåòñÿ интегральным ïî îòíîøåíèþ ê ðàñïðåäå-
ëåíèþ Эрланга.

1 (8) Нормальное (Гаусса) ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïðè áîëüøèõ ñðåäíèõ çíà÷å-
íèÿõ ïîñëåäíåãî.

1 (9) Плотность нормального (Гаусса) ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ õî-
ðîøåé àïïðîêñèìàöèåé äëÿ плотности ðàñïðåäåëåíèÿ Эр-
ланга âûñîêîãî ïîðÿäêà.

(10) Равномерное ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õî-
ðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ò. å. êîãäà ïîêàçà-
òåëü ýêñïîíåíòû ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû.

(11) Нормальное (Гаусса) ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì
äëÿ биномиального ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè áîëüøèõ ñðåäíèõ
çíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåãî.

(12) Ïðè ñòðåìëåíèè äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê
íóëþ, ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñòðåìèòñÿ ê вырожденному ñî
çíà÷åíèåì, ðàâíûì ñðåäíåìó èñõîäíîãî íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

П 2.12. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕЙБУЛЛА"ГНЕДЕНКО

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì øèðîêî èñïîëüçóåìîå â èíæåíåðíûõ
ïðèëîæåíèÿõ распределение Вейбулла — Гнеденко*. Ýòî ðàñïðåäåëå-
íèå èìååò âèä

F(t) =  (П 2.50)

* Øâåäñêèé èíæåíåð Â. Â̂åéáóëë, èçó÷àÿ ïðîöåññ îòêàçîâ øàðèêîïîä-
øèïíèêîâ, ïðåäëîæèë â 30-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ñâîåîáðàç-
íóþ ìîäåëü ñëàáåéøåãî çâåíà. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ýìïèðè÷åñêèõ

1 – exp(–(λt)β), äëÿ t l 0,
0 äëÿ t < 0.
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219П 2.12. РаспРеделение Вейбулла!Гнеденко

Åãî ïëîòíîñòü çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

ψ(t) =  

(П 2.51)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ
ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà λ è ïàðàìåò-
ðîì ôîðìû β.

Ðàñïðåäåëåíèå Âåéáóëëà — Ãíå-
äåíêî îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åãî
ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè

λ(t) = λββtβ – 1 (П 2.52)

ìîæåò áûòü êàê âîçðàñòàþùåé (ïðè β > 1), òàê è óáûâàþùåé (ïðè
β < 1). Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå β = 1 îíî ñîâïàäàåò ñ ýêñïîíåíöè-
àëüíûì (ðèñ. Ï2.6).

Ñðåäíåå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî

E{X} = Ã 1 + , (П 2.53)

à äèñïåðñèÿ

σ2 = Ã 1 +  – Ã 1 + , (П 2.54)

ãäå Ã åñòü ãàììà-ôóíêöèÿ.

t0

λ(t)

1

β = 0,5

β = 0,8

β =1

β = 1,5

β = 2

1

Рис. П2.6

λβtβ – 1exp(–(λt)β) äëÿ t l 0,
0 äëÿ t < 0.

1
λ
---

 

 
 1

β
--- 



1
λ2
------

 

 
 

 
 2

β
--- 

  

 
  

 
 1

β
--- 




2

äàííûõ îí íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ââåë äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Âûäàþùèéñÿ ðóññêèé ìàòåìàòèê Á. Â. Ãíåäåíêî íå-
ñêîëüêî ïîçæå äàë ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îí
äîêàçàë ðÿä òåîðåì, êàñàþùèõñÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýê-
ñòðåìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ðàññìàòðèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå
îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç êëàññîâ îòêðûòûõ èì ýêñòðåìàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé.
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Приложение 3

Сведения из теории
марковских процессов

П 3.1. ОБЩЕЕ ОПИСАНИЕ

Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ îáùåãî âèäà. Èç
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ k ñèñòåìà ìîæåò ïåðåéòè â íåñêîëüêî äðóãèõ
ñîñòîÿíèé. Â òî æå âðåìÿ â äàííîå ñîñòîÿíèå k ìîæíî ïîïàñòü
òàêæå èç íåñêîëüêèõ äðóãèõ ñîñòîÿíèé. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

âñå ñîñòîÿíèÿ òðàíçèòèâíû, ò. å. ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîöåññ
ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîå èç íèõ è çàòåì ïîêèíóòü åãî âíîâü;

èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé, ò. å. òàêèõ,
ïîïàâ â êîòîðîå, ïðîöåññ óæå íèêîãäà èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ íå ìî-
æåò âûéòè.

Îïèñàíèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ãðàôîâ ñ îäíèìè òðàíçèòèâíûìè
ñîñòîÿíèÿìè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîêàçàòåëåé íàäåæíîñ-
òè òèïà êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè (ñòàöèîíàðíîãî, ðàâíî êàê è íå-
ñòàöèîíàðíîãî). Ââåäåíèå ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé äëÿ âñåõ ñî-
ñòîÿíèé îòêàçà ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè
áåçîòêàçíîé ðàáîòû è ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû ìåæäó îòêàçàìè.

П 3.2. НАХОЖДЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО
КОЭФФИЦИЕНТА ГОТОВНОСТИ

ÊÃ ñèñòåìû íàõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ãðàôà ñî âñåìè òðàíçèòèâíû-
ìè ñîñòîÿíèÿìè. Â îáùåì ãðàôå ñ âûäåëåííûì ñîñòîÿíèåì k îïðå-
äåëèì ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé E(k), èç êîòîðûõ âîçìîæåí ïåðå-
õîä â ñîñòîÿíèå k, è ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé å(k), â îäíî èç êîòî-
ðûõ ïðîöåññ ìîæåò ïåðåéòè çà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê
âðåìåíè (ðèñ. Ï3.1). Çàìåòèì, ÷òî îäíî è òî æå ñîñòîÿíèå ìîæåò
ïðèíàäëåæàòü êàê ïîäìíîæåñòâó å(k), òàê è ïîäìíîæåñòâó Å(k).

Íà îñíîâàíèè ãðàôà ïåðåõîäîâ äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ k ìîæíî
çàïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå áàëàíñà:

pk λki = λjkpj . (П 3.1)∑
i ∈ e(k)

∑
j ∈ E(k)
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221П 3.2. Нахождение стационарного коэффициента готовности

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà èìåþò ïðîñ-
òóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî êàæ-
äîå ñîñòîÿíèå k åñòü íåêèé ðå-
çåðâóàð, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
îáúåì æèäêîñòè pk, ïðîïîðöè-
îíàëüíûé âåðîÿòíîñòè ïðåáû-
âàíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè k.
Åäèíèöà îáúåìà æèäêîñòè èç

ðåçåðâóàðà k âûòåêàåò ñ èíòåíñèâíîñòüþ λki â ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåçåðâóàðû, ïðèíàäëåæàùèå ïîäìíîæåñòâó ðåçåðâóàðîâ ñ èíäåêñà-

ìè èç å(k), ò. å. îáùèé îòòîê èç ðåçåðâóàðà k ñîñòàâëÿåò pk λki.

Â òî æå âðåìÿ â ñàì ðåçåðâóàð k ïîñòóïàþò ïîòîêè èç ðåçåðâóàðîâ,
ïðèíàäëåæàùèõ ïîäìíîæåñòâó ðåçåðâóàðîâ ñ èíäåêñàìè èç Å(k).
Èç êàæäîãî ðåçåðâóàðà j îáúåìîì pj åäèíèö æèäêîñòè êàæäàÿ åäè-
íèöà îáúåìà æèäêîñòè âòåêàåò èìåííî â ðåçåðâóàð k ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ λjk, ò. å. îáùèé ïðèòîê æèäêîñòè â ðåçåðâóàð k ðàâåí

λjkpj. Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïåðåòåêàíèè æèä-

êîñòè èç îäíèõ ðåçåðâóàðîâ â äðóãèå â êîíöå êîíöîâ íàñòóïèò ñòà-
öèîíàðíîå ðàâíîâåñèå, êîãäà â êàæäûé èç ðåçåðâóàðîâ áóäåò âòå-
êàòü ñòîëüêî æå æèäêîñòè, ñêîëüêî èç íåãî æå áóäåò è âûòåêàòü.

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå èíòåðåñóþòñÿ ïîâåäåíèåì ïîòîêà íà ïðî-
ìåæóòêàõ âðåìåíè, äàëåêî óäàëåííûõ îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà,
ò. å. èìåííî ñòàöèîíàðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Åñëè ñèñòåìà èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé â ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåõîäîâ, òî äëÿ ðåøåíèÿ âûáèðàþòñÿ ëþáûå (n – 1)
óðàâíåíèÿ òèïà (Ï3.1) è ê íèì äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè:

pk = 1. (П 3.2)

Â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñèñòåìà óðàâíåíèé (Ï3.1), (Ï3.2) èìå-
åò âèä

(П 3.3)

i

h

kλjk

E(k) e(k)

λkh

Рис. П3.1

∑
i ∈ e(k)

∑
i ∈ e(k)

∑
j ∈ E(k)

∑
n

k = 1

–p1 λ1j + λ21p2 + ... + λn1pn = 0,

λ12p1 – p2 λ2j + ... + λn2pn = 0, 

................................................

λ1; n – 1p1 + λ2; n – 1p2 + ... – pn – 1 λn – 1; n – 1 + λn; n – 1pn = 0,

p1 + p2 + ... + pn = 1.

∑
>j

∑
>j

∑
>j
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Ðåøèòü ýòó ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
êàæäîãî èç pk ìîæíî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà:

pk = , (П 3.4)

ãäå D — îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (Ï3.3),
à Dk — òîò æå îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì k-é ñòîëáåö çàìåíåí íà

ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîá-

íîñòè ñèñòåìû. Òîãäà êîýôôèöèåíò ãîòîâíîñòè K, èëè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå íàõîäèòñÿ â ðàáî-
òîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè, ðàâíÿåòñÿ

K = PW = pk = Dk. (П 3.5)

П 3.3. НАХОЖДЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО
КОЭФФИЦИЕНТА ГОТОВНОСТИ

Íåñòàöèîíàðíûé ÊÃ ñèñòåìû òàêæå íàõîäèòñÿ íà îñíîâàíèè ãðà-
ôà ñî âñåìè òðàíçèòèâíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ðèñ. Ï3.1). Êàê è âû-
øå, Å(k) åñòü ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, èç êîòîðûõ âîçìîæåí íå-
ïîñðåäñòâåííûé ïåðåõîä â ñîñòîÿíèå k, à å(k) åñòü ïîäìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé, â îäíî èç êîòîðûõ ïðîöåññ ìîæåò ïåðåéòè çà áåñêî-
íå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè èç ñîñòîÿíèÿ k. Â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ ïîòîê íà÷èíàåòñÿ â ìîìåíò t = 0, äëÿ êîòî-
ðîãî äîëæíî áûòü âûáðàíî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.

Íà îñíîâàíèè ãðàôà ïåðåõîäîâ çàïèøåì ôîðìóëó ïîëíîé âåðî-
ÿòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ k:

Pk(t + ∆) = Pk(t)• 1 – ∆ λki  + Pj(t)• ∆ λjk . (П 3.6)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆
îêàçàëàñü â ñîñòîÿíèè k, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà íàõîäèëàñü â
ýòîì ñîñòîÿíèè â ìîìåíò t è íå óøëà áû èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ çà
âðåìÿ ∆, ëèáî ÷òîáû îíà áûëà â îäíîì èç ñìåæíûõ òðàíçèòèâíûõ
ñîñòîÿíèé â ìîìåíò t è ïåðåøëà áû îòòóäà â ñîñòîÿíèå k çà âðåìÿ
∆. Ïðåîáðàçóåì (Ï3.6) ê âèäó

 = –Pk(t) λki + Pj(t) λjk. (П 3.7)

Dk

D
--------

∑
k ∈ W

1
D
----- ∑

k ∈ W

 

 
∑

i ∈ e(k)

 

 
∑

j ∈ E(k)

Pk t  + ∆( ) – Pk t( )
∆

-------------------------------------------------- ∑
i ∈ e(k)

∑
j ∈ E(k)
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223П 3.3. Нахождение нестационарного коэффициента готовности

Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ∆ º 0 ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó óðàâíåíèþ äëÿ ñîñòîÿíèÿ k:

 = –Pk(t) λki + λjkPj(t). (П 3.8)

Åñëè ñèñòåìà èìååò n* ðàçëè÷íûõ òðàíçèòèâíûõ (íåïîãëî-
ùàþùèõ) ñîñòîÿíèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåõîäîâ, òî äëÿ
ðåøåíèÿ âûáèðàþòñÿ ëþáûå (n* – 1) óðàâíåíèé äëÿ ýòèõ ñîñòîÿ-
íèé è ê íèì äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè

pk(t) = 1. (П 3.9)

Ïðè àíàëèçå äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî ÊÃ âûáè-
ðàåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå Ðk(0)=1 äëÿ òîãî ñîñòîÿíèÿ k, êîòî-

ðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ èñõîäíûì ïðè àíàëèçå. Èíà÷å ãîâîðÿ, k – ýòî
èíäåêñ ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîì ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ìîìåíò t = 0.
Îáû÷íî òàêèì ñîñòîÿíèÿì âûáèðàåòñÿ ñîñòîÿíèå ïîëíîé ðàáîòîñ-
ïîñîáíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû, ò. å. P0(0) = 1. Ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà äëÿ óðàâíåíèÿ (Ï3.8) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ïðè-
ìåò âèä:

sϕk(s) – Pk(0) = –ϕk(s) λki + λjkϕj(s), (П 3.10)

ãäå êàê âñåãäà, ϕk(s) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè Pk(t).

Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâà-
íèÿõ Ëàïëàñà, áåðåì òå æå (n* – 1) óðàâíåíèé è ê íèì äîáàâëÿåì
óðàâíåíèå

s ϕk(s) = 1. (П 3.11)

Â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñèñòåìà óðàâíåíèé (Ï3.10), (Ï3.11)
èìååò âèä

(П  3.12)

dPk t( )
dt

------------------- ∑
i ∈ e(k)

∑
j ∈ E(k)

∑
n

k = 1

∑
i ∈ e(k)

∑
j ∈ E(k)

∑
n

k = 1

– s + λ1jϕ1(s) + λ211ϕ2(s) + ... + λn1ϕn(s) = 1,

λ12ϕ1(s) – s + λ2j ϕ2(s) + ... + λn2ϕn(s) = 0, 

................................................................................

λ1; n – 1ϕ1(s) + λ2; n – 1ϕ2(s) + ... – s + λn – 1; n – 1 ϕn – 1(s) +

+ λn; n – 1ϕn(s) = 0,

sϕ1(s) + sϕ2(s) + ... + sϕn(s) = 1.

 

 
 ∑

>j

 

 
 ∑

>j



 

 
 ∑

>j
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Ðåøåíèå ñèñòåìû (Ï3.12) èùåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðàâèëà
Êðàìåðà

ϕk(s) = . (П 3.13)

ãäå D(s) — îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(Ï3.13), à Dk(s) — òîò æå îïðåäåëèòåëü, â êîòîðîì k-é ñòîëáåö çà-

ìåíåí íà ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ.
Èñêîìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî

ñèñòåìà, íàõîäÿñü â ïîäìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè
W, íå ïåðåéäåò â êàêîå-ëèáî ñîñòîÿíèå îòêàçà, ðàâíÿåòñÿ

ϕW(s) = ϕk(s) = Dk(s). (П 3.14)

Îáðàùåíèå ïîëó÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ïðîñòîé ïðîöåäóðû.

■ Çàïèñûâàåì ϕW(s) â âèäå:

ϕW(s) = , (П 3.15)

ãäå Ak è Bk — èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîñ-

ëå ðàñêðûòèÿ îïðåäåëèòåëåé è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

■ Îïðåäåëÿåì êîðíè ïîëèíîìà, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå â
(Ï3.15):

B0 + B1s + ... + Bn + 1s
n + 1 = 0. (П 3.16)

Ïóñòü ýòè êîðíè ðàâíû s1, s2, ... , sn. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

B0 + B1s + ... + Bn + 1s
n + 1 = (s – sj). (П 3.17)

■ Çàïèñûâàåì ϕW(s) óñëîâíî â âèäå ñóììû ïðîñòûõ äðîáåé:

ϕW(s) =  +  + ... + , (П 3.18)

ãäå βk — èñêîìûå êîýôôèöèåíòû.

■ Çàïèñûâàåì ϕW(s) â ïðèâåäåííîé ôîðìå:

ϕW(s) =  (П 3.19)

Dk s( )
D s( )
----------------

∑
k ∈ W

1
D s( )
------------- ∑

k ∈ W

A0  + A1s + ...  + Ansn

B0  + B1s  + ... + Bn+ 1s
n+ 1

-----------------------------------------------------------------------------

Π
n + 1

j = 1

β1

s  – s1
----------------

β2

s – s2
----------------

βn+ 1

s  – sn+ 1
-----------------------

βi s – si( )
i = j
∏

1m jmn
∑

s – si( )
1m imn+ 1

∏
---------------------------------------------
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è äàëåå, ðàñêðûâàÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïî-
ëó÷àåì

ϕW(s) = , (П 3.20)

ãäå γk âûðàæåíû ÷åðåç ðàçëè÷íûå βj è sj.

■ Ïîëèíîìû âèäà (Ï3.20) è (Ï3.15) ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Ak = γk. Èç ýòèõ óðàâíåíèé è íàõîäÿòñÿ èñêîìûå êîýô-

ôèöèåíòû βk.

■ Ïîñëå íàõîæäåíèÿ βk ê ïðåîáðàçîâàíèÿì (Ï3.18) ïðèìåíÿåò-

ñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (òàáë. 4.1, ñ. 00).

 Åñëè êîðíè îêàçûâàþòñÿ êðàòíûìè, ò. å. íàïðèìåð, çíà÷åíèå
sj âñòðå÷àåòñÿ kj ðàç, òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îáðàùåíèå äëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ëàïëàñà .

П. 3.4. ОЦЕНКА ВЕРОЯТНОСТИ БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó â ìîìåíò t = 0, êîãäà âñå åå ýëåìåíòû èç-
íà÷àëüíî ðàáîòîñïîñîáíû. Ïóñòü m ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ñîñ-
òîÿíèÿìè ðàáîòîñïîñîáíîñòè, è èõ èíäåêñû ïðèíàäëåæàò íåêî-
òîðîìó ïîäìíîæåñòâó W. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÂÁÐ ñîñòàâëÿåòñÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íàÿ ðàññìîò-
ðåííîé âûøå. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ îò-
êàçà ñèñòåìû ïîëàãàþòñÿ ïîãëîùàþùèìè. Íà÷àëüíîå óñëîâèå
âûáèðàåòñÿ â âèäå P0(0) = 1, ò. å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëü-

íîå ñîñòîÿíèå «0» ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ïîëíîé ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè. Åñëè ñèñòåìà èìååò m ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè,
òî ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ëàïëàñà:

(П 3.21)

γ0  + γ1s + γ2s
2 + ... + γnsn

s  – s1( ) s  – s2( )•...• s  – sn+ 1( )
---------------------------------------------------------------------------------------

Замечание.

β/ s – sj( )kj

– s + λ1j ϕ1(s) + λ21ϕ2(s) + ... + λm1ϕm(s) = 1,

λ12ϕ1(s) – s + λ2j ϕ2(s) + ... + λm2ϕm(s) = 0, 

.................................................................

λ1mϕ1(s) + λ2 mϕ2(s) + ... – s + λm j ϕm(s) = 0.

 

 
 ∑

>j



 

 
 ∑

>j



 

 
 ∑

>j
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìîñòü â èñ-
ïîëüçîâàíèè íîðìèðîâî÷íîãî óðàâíåíèÿ îòïàäàåò. Èíòåðåñóþùåå
íàñ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èìååò âèä

ϕW(s) = ϕj(s). (П 3.22)

Ôîðìàëüíî íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé pk(t) íè÷åì íå îòëè÷àåò-

ñÿ îò ñõåìû, ïðåäëîæåííîé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
îíà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè, ðàâíà

PW(t) = pj(t), (П 3.23)

ãäå pj(t) íàõîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (Ï.3.21).

П. 3.5. ОЦЕНКА СТАЦИОНАРНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ
БЕЗОТКАЗНОЙ РАБОТЫ

Ðàññìîòðèì ÂÁÐ ñèñòåìû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìå-
íè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, ïðè óñëîâèè, ÷òî â ýòîò íà÷àëüíûé
ìîìåíò ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîá-
íîñòè. Íàõîäÿ âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ãîòîâíîñòè ñèñòå-
ìû, ìû ïîïóòíî îïðåäåëèëè âñå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ
âñåõ n* âîçìîæíûõ òðàíçèòèâíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Ïóñòü m
èç ýòèõ ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàáîòîñïîñîáíîñòè è èõ
èíäåêñû ïðèíàäëåæàò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó W.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà â ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ìî-
ìåíò â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ðà-
áîòîñïîñîáíîñòè, ðàâíà

PW = pj (П 2.24)

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïðè ýòîì óñëîâèè íàõîäèòñÿ
èìåííî â ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè k, k ∈ W, ðàâíà

 = . (П 2.25)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò-
ñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íàÿ òîé, êî-
òîðàÿ ðàññìàòðèâàëàñü â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Îïÿòü âñå ñîñòîÿ-

∑
j ∈ W

∑
j ∈ W

∑
j ∈ W

pk
*

pk

pW

--------
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227П 3.6. Нахождение среднего времени работы
до очередного отказа и между отказами

íèÿ îòêàçà äåëàþòñÿ ïîãëîùàþùèìè. Îäíàêî â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íûõ óñëîâèé âûáèðàþòñÿ âåëè÷èíû . Åñëè ñèñòåìà èìååò m
ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè, òî ìîæíî çàïèñàòü ñèñòåìó èç m
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà:

 (П 3.26)

È â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòü â èñïîëüçîâàíèè íîðìèðîâî÷-
íîãî óðàâíåíèÿ îòïàäàåò. Èíòåðåñóþùåå íàñ ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà èìååò âèä

ϕW(s) = ϕj(s). (П 3.27)

Ôîðìàëüíî íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé pk(t) íè÷åì íå îòëè÷à-

åòñÿ îò ïðèâåäåííîãî âûøå. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñèñòåìû ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò îíà íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ñîñòîÿíèé ðàáîòîñïîñîáíîñòè
ðàâíà

PW(t) = pj(t), (П 3.28)

ãäå pj(t) îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (Ï3.27).

П 3.6. НАХОЖДЕНИЕ СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ РАБОТЫ
ДО ОЧЕРЕДНОГО ОТКАЗА И МЕЖДУ ОТКАЗАМИ

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ϕ(s) åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ÂÁÐ
P(t), òî ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

T = P(t)dt = P(t)e–st dt  s = 0 = ϕ(s)  = 0. (П 3.29)

Åñëè íàñ èíòåðåñóåò çíà÷åíèå ñðåäíåãî âðåìåíè ðàáîòû äî îò-
êàçà, òî ñëåäóåò âçÿòü ðåøåíèå (Ï3.22) è ñäåëàòü ïîäñòàíîâêó
s = 0. Åñëè æå ìû èùåì ñðåäíåå âðåìÿ ìåæäó îòêàçàìè äëÿ ñòà-
öèîíàðíîãî ðåæèìà, òî íóæíî âçÿòü ðåøåíèå (Ï3.27) è â íåì ñäå-
ëàòü ïîäñòàíîâêó s = 0.

pk
*

– s + λ1j ϕ1(s) + λ21ϕ2(s) + ... + λm1ϕm(s) = ,

λ12ϕ1(s) – s + λ2j ϕ2(s) + ... + λm2ϕm(s) = – ,

..................................................................

λ1mϕ1(s) + λ2mϕ2(s) + ... – s + λmj ϕm(s) = – .

 

 
 ∑

>j

 p1

*

 

 
 ∑

>j

 p2

*

 

 
 ∑

>j

 pm

*

∑
j ∈ W

∑
j ∈ W

∫
0

×  

 ∫0
×

s
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П 3.7. НАХОЖДЕНИЕ
СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

Íàõîæäåíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ àíàëîãè÷íî íàõîæäåíèþ ñðåäíåãî
âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû, íî ïðè ïåðåîïðåäåëåíèè ïîäìíîæå-
ñòâà òðàíçèòèâíûõ è ïîãëîùàþùèõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ñëó÷àå â
èñõîäíîì ãðàôå ïåðåõîäîâ âñå ñîñòîÿíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè íóæ-
íî ñäåëàòü ïîãëîùàþùèìè è ðàññìàòðèâàòü ïðîöåññ áëóæäàíèÿ
âíóòðè ïîäìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé îòêàçà w, äî ïîïàäàíèÿ åãî â îä-
íî èç ñîñòîÿíèé ïîäìíîæåñòâà W. Åñëè îîùåå ÷èñëî ñîñòîÿíèé
ñèñòåìû n, à ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàáîòñïîñîáíîñòè m, òî äëÿ îñòàâ-
øèõñÿ k = (n – m) ñîñòîÿíèé ñîñòàâëÿþòñÿ k óðàâíåíèé

 (П 3.30)

ãäå êàæäàÿ èç âåëè÷èí , k ∈ w, îïðåäåëÿåòñÿ êàê

 = .  (П3.31)

Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñðåäíåå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ íà-
õîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

τ = ϕj(0). (П3.32)

– s + λ1j ϕ1(s) + λ21ϕ2(s) + ... + λk1ϕk(s) = ,

λ12ϕ1(s) – s + λ2j ϕ2(s) + ... + λk2ϕk(s) = ,

..................................................................

λ1mϕ1(s) + λ2mϕ2(s) + ... – s + λk j ϕk(s) = ,

 

 
 ∑

>j

 q1

*

 

 
 ∑

>j

 q2

*

 

 
 ∑

>j

 qm

*

qk
*

qk
*

pj

pj
j g∈  
∑

----------------

∑
j ∈ W
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Приложение 4

Процесс гибели и размножения

Ïðîöåññ ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè
íàäåæíîñòè è òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì äèñêðåòíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, à èìåííî îä-
íîðîäíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëà-
ìè 0, 1, 2, ... . Åñëè â ìîìåíò t ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè k,
òî pà áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆ îí ñ âåðîÿòíîñòüþ
λk∆ + o(∆) ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå (k + 1), ñ âåðîÿòíîñòüþ µk∆ + o(∆)

ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå (k – 1), à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 – (λk + µk) ∆ + o(∆)

îñòàíåòñÿ â ñîñòîÿíèè k. Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ 0 è  n ÿâëÿþòñÿ
îòðàæàþùèìè, ò. å. λ0 = 0 è µn = 0. Ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàô ïå-

ðåõîäîâ èçîáðàæåí íà ðèñ .Ï4.1.
Äëÿ ñîñòîÿíèÿ  k ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå óñëîâèå áàëàíñà:

Pk(t + ∆) = Pk – 1(t)[∆ + o(∆)] +

+ Pk(t) [1 – (λk + µk) ∆ + o(∆)] + Pk + 1(t)[µk∆ + o(∆)]. (П 4.1)

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû óðàâíåíèÿ (Ï4.1), ïîëó÷èì

 = λk – 1Pk – 1(t) – Pk(t) (λk +

+ µk) + µkPk+1(t) + o(∆), (П 4.2)

÷òî ïðè ∆ º 0 ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

Pk(t) = λk – 1Pk – 1(t) – Pk(t) (λk + µk) + µkPk + 1(t). (П4.3)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ è óðàâíåíèå äëÿ ñîñòîÿíèÿ 0:

P0(t) = –λ0P0(t) + µ1P1(t). (П4.4)

µ1

0 1
λ0

µ2

λ1

k
µk

λk – 1

µk + 1

λk

n
µn

λn – 1

Рис. П4.1

Pk t + ∆( ) – Pk t( )
∆

--------------------------------------------------

d
dt
------

d
dt
------
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Åñëè ïðîöåññ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé  n, òî ïîñëåäíåå
óðàâíåíèå èìååò âèä

Pn(t) = λn – 1Pn – 1(t) – µnPn(t). (П4.5)

Åñëè ïîëîæèòü µ0 = λ–1 = 0 (à â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿ-

íèé åùå è λn = µn + 1 = 0), òî ìîæíî îáîéòèñü âûðàæåíèåì (Ï4.3).

Â èòîãå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé:

 (П 4.6)

Â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèè ðåøåíèå ïðîèçâîäèòñÿ äëÿ
áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé òèïà (Ï4.6).

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõî-
äèìî çàäàòü òàêæå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, êîòîðûå îáû÷íî ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå P0(0) = 1.

Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ óðàâíåíèé áàëàíñà áûëà ïðèâåäåíà
â Ïðèëîæåíèè 3. Ïîâòîðèì âêðàòöå òå ðàññóæäåíèÿ. Ïðåäñòàâèì

êàæäîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû k íåêèì ðåçåðâóàðîì ñ îáúåìîì æèäêîñ-
òè pk(t) â ìîìåíò t. Åäèíèöà îáúåìà æèäêîñòè èç ðåçåðâóàðà k âû-

òåêàåò â ðåçåðâóàð (k – 1) ñ èíòåíñèâíîñòüþ µk è â ðåçåðâóàð (k + 1)

ñ èíòåíñèâíîñòüþ λk. Â òî æå âðåìÿ ñàì ðåçåðâóàð k ïî òàêîìó æå

ïðàâèëó ïîïîëíÿåòñÿ èç ñîñåäíèõ ðåçåðâóàðîâ (k – 1) è (k + 1). Èí-
òóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ïåðåòåêàíèè æèäêîñòè â êîíöå
êîíöîâ íàñòóïèò ñòàöèîíàðíîå ðàâíîâåñèå, êîãäà îáúåì æèäêîñòè
â êàæäîì ðåçåðâóàðå óæå íå áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âñå ïðîèçâîäíûå Pk(t) º 0 ïðè t º ×.

Îáû÷íî íà ïðàêòèêå èíòåðåñóþòñÿ ïîâåäåíèåì ïðîöåññà íà
ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, äàëåêî óäàëåííûõ îò íà÷àëüíîãî ìîìåí-
òà, ò. å. èìåííî ñòàöèîíàðíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Òîãäà ñèñòå-

d
dt
------

P0(t) = –λ0P0(t) + µ1P1(t),

P1(t) = λ0P0(t) – P1(t)(λ1 + µ1) + µ2P2(t),

.....................................................................

Pk(t) = λk – 1Pk – 1(t) – Pk(t) (λk + µk) + µkPk + 1(t),

.....................................................................

Pn(t) = λn – 1Pn – 1(t) – µnPn(t).

d
dt
------

d
dt
------

d
dt
------

d
dt
------

d
dt
------
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ìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûðîæäàåòñÿ â ñèñòåìó àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

 (П 4.7)

Äîïîëíèòåëüíî ê ýòîìó èñïîëüçóåì óñëîâèå ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé:

pk = 1. (П 4.8)

Óðàâíåíèÿ áàëàíñà â ñõåìå ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ óäîáíåå
çàïèñûâàòü íå äëÿ ñîñòîÿíèé, à äëÿ ðàçðåçîâ ãðàôà ïåðåõîäîâ
(ðèñ. Ï4.2).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîñòîÿíèå áàëàíñà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî â
ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå â êàæäîì ðàçðåçå èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ñëå-
âà íàïðàâî ðàâíà èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ñïðàâà íàëåâî. Ïîýòîìó
ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ áàëàíñà äëÿ ðàçðåçîâ 1, 2, è ò. ä. â âèäå

(П 4.9)

Îòñþäà, îáîçíà÷èâ ρk = λk/µk, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî:

(П 4.10)

0 = –λ0p0 + µ1p1,
0 = λ0p0 – (λ1 + µ1)p1 + µ2p2,
................................................
0 = λk – 1pk – 1 – (λk + µk)pk + µkpk + 1,
................................................
0 = λn – 1pn – 1 – µnpn.

∑
n

k = 0

µ1

0 1
λ0

µ2

λ1

k
µk

λk – 1

µk + 1

λk

n
µn

λn – 1

разрез
1-й

разрез
2-й

разрез
k-й

разрез
(k + 1)-й

разрез
(n – 1)-й

Рис. П4.2

λ0p0 = µ1p1,
λ1p1 = µ2p2,
.......................
λk – 1pk – 1 = µkpk,
........................
λn – 1pn – 1 = µnpn.

p1 = ρ1p1,
p2 = ρ2p1 = ρ1ρ2p0,
........................

pk = p0 ρj,

........................

pn = p0 ρj.

Π
k

j = 1

Π
n

j = 1

2024740v1.fm  Page 231  Thursday, April 19, 2007  3:25 PM



232 Приложение 4. Процесс гибели и размножения

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå (Ï4.8), ìîæíî íàéòè

p0 = 1 + ρj . (П4.11)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðè ëþáîì n âûðàæåíèå ñòàöèîíàðíîé âå-
ðîÿòíîñòè pk:

pk = . (П4.12)

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ äëÿ
ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé, ôîðìóëà (Ï4.12) åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ôîðìóëó

pk = . (П4.13)

Â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

ρ(k) = ρj (П4.14)

ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ñ ðîñòîì k è â ïðåäåëå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ.
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Приложение 5

Многоканальная система
массового обслуживания

П 5.1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ ЗАНЯТЫХ КАНАЛОВ

Â Ïðèëîæåíèè 4 áûëà ðàññìîòðåëà ñõåìà ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ
â îáùåì âèäå. Çäåñü íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíà èç êîíêðåòíûõ ñõåì òà-
êîãî òèïà: ìíîãîêàíàëüíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïî-
ñòîÿííûì âõîäíûì ïîòîêîì. Òàêàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåò ðàáîòû ðå-
ìîíòíîé áàçû â ñëó÷àå, êîãäà èç-çà áîëüøîãî îáùåãî ÷èñëà îáúåêòîâ
ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ïîòîê ïîñòóïàþùèõ íà ðåìîíòíóþ áàçó îòêà-
çàâøèõ ýëåìåíòîâ ïóàññîíîâñêèé ñ ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòüþ.

Ïóñòü èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
✓ Λ — âõîäíîé ïîòîê îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ îò âñåõ îáúåêòîâ

ñèñòåìû;
✓ µ — èíòåíñèâíîñòü ðåìîíòà íà êàæäîì ðåìîíòíîì îðãàíå;
✓ d — ÷èñëî ðåìîíòíûõ îðãàíîâ íà ðåìîíòíîé áàçå.
Êàê èçâåñòíî, äëÿ òîãî ÷òîáû íà âõîäå ðåìîíòíîé áàçû íå íà-

êàïëèâàëàñü áû íåîãðàíè÷åííàÿ î÷åðåäü, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå Λ < µd.

Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàðêîâñêóþ ìîäåëü (ðèñ. Ï 5.1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, êîãäà â íåé íàõîäèòñÿ k
ýëåìåíòîâ (â ðåìîíòå èëè â î÷åðåäè íà ðåìîíò). Ïîòîê ïîñòóïàþ-
ùèõ â ñèñòåìó îòêàçîâ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åí-
íûì. Ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ d èëè ìåíåå
îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ ðåìîíòèðóþòñÿ âñå îíè îäíîâðåìåííî. Åñëè
÷èñëî îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ íà ðåìîíòíîé áàçå ðàâíî k, k > d, òî
(k – d) èç íèõ îáðàçóþò îáùóþ î÷åðåäü. Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ

µ
0 1

Λ

2µ

Λ
d

dµ

Λ

dµ

Λ
k

dµ

Λ

dµ

Λ

Рис. П5.1
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óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ýòîé ñèñòåìû
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, èìååò âèä

(П 5.1)

Îáîçíà÷èì ρ = Λ/µ. Òîãäà ïîëó÷èì ðåøåíèå â âèäå

(П 5.2)

Èç óñëîâèÿ ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé

pk = 1

ëåãêî íàõîäèòñÿ âåðîÿòíîñòü p0:

p0 =  (П5.3)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ρ < d, âòîðóþ ñóììó, ñòîÿùóþ â çíàìåíà-
òåëå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

 =  =  . (П 5.4)

Λp0 = µp1,
Λp1 = 2µp2,
....................
Λpd – 1 = dµpd, 
Λpd = dµpd + 1,
....................
Λpk – 1 = dµpk,
Λpk = dµpk + 1,
.................. .

p1 = ρp0,

p2 = p1 = p0,

p3 = p2 = p0,

...................................

pd = pd – 1 = p0,

pd + 1 = pd = p0,

...................................

pk = pk – 1 = p0,

pk + 1 = pk = p0

................................. .
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Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî  = 1, ìîæíî (Ï5.3) ïåðåïèñàòü
â âèäå

p0 = . (П 5.5)

Íà îñíîâàíèè (Ï5.5) èç (Ï5.2) ïóòåì ïîäñòàíîâêè ëåãêî íàõîäÿò-
ñÿ âñå îñòàëüíûå âåðîÿòíîñòè pk; äëÿ j m d äëÿ j > d ñîîòâåòñòâåííî:

pk = , (П 5.6)

pk = . (П5.7)

П 5.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СРЕДНЕГО ВРЕМЕНИ ОЖИДАНИЯ

Â Ïðèëîæåíèè 4 áûëà ðàññìîòðåíà ñõåìà ãèáåëè è ðàçìíîæå-
íèÿ äëÿ d-êàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è ïîëó÷å-
íà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå áóäåò íàõîäèòüñÿ k çàÿ-
âîê íà îáñëóæèâàíèè:

pk = p0,  k m d, (П 5.8)

pk = ,  pd = p0,  k > d, (П 5.9)

ãäå

p0 =  (П5.10)

è ρ = Λ/µ, ïðè÷åì Λ — èíòåíñèâíîñòü âõîäÿùåãî ïîòîêà, µ — èí-
òåíñèâíîñòü îáñëóæèâàíèÿ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíàäîáèòñÿ åùå è âåðîÿòíîñòü π òîãî, ÷òî
âñå îáñëóæèâàþùèå êàíàëû çàíÿòû:

π = pk = p0  = . (П 5.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ ñëó÷àéíóþ äëèòåëüíîñòü îæèäàíèÿ îáñëó-
æèâàíèÿ. Òîãäà P{γ > t} åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèòåëüíîñòü
îæèäàíèÿ ïðåâçîéäåò t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk{γ > t} âåðîÿòíîñòü
íåðàâåíñòâà γ > t ïðè óñëîâèè, ÷òî â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåä-
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íîé çàÿâêè â ñèñòåìå óæå íàõîäèëîñü k çàÿâîê. Ïî ôîðìóëå ïîë-
íîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

P{γ > t} = pkPk{γ > t}. (П 5.12)

Ïðè ëþáûõ k < d è ëþáûõ t > 0  âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Pk{γ > t} = 0,
ò. å. ìîæíî çàïèñàòü

P{γ > t} = pkPk{γ > t}. (П 5.13)

Åñëè â ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ î÷åðåäíîé çàÿâêè â î÷åðåäè óæå íàõî-
äèëîñü k = d çàÿâîê, òî ïðè äèñöèïëèíå FIFÎ* ýòà çàÿâêà áóäåò
îæèäàòü, ïîêà íå áóäåò îáñëóæåíî (k – d + 1) çàÿâîê. Ïóñòü qs(t)
îáîçíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ t ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ
çàÿâêè îáñëóæåíî s çàÿâîê. Ïðè k > d èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Pk{γ > t} = qs(t). (П 5.14)

Íà èíòåðâàëå âðåìåíè ñî âñåìè çàíÿòûìè êàíàëàìè ïîòîê îáñëó-
æåííûõ çàÿâîê îáðàçóåò ïóàññîíîâñêèé ïîòîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ µd.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü îñâîáîæäåíèÿ s êàíàëîâ ðàâíà

qs(t) = exp(–µdt). (П 5.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (Ï5.15) â (Ï5.14), íàõîäèì

Pk{γ > t} = exp(–µdt). (П 5.16)

è, ñëåäîâàòåëüíî,

P{γ > t} = pk exp(–µdt). (П 5.17)

Ïîäñòàâëÿÿ â  (Ï5.17) pk èç (Ï5.9), ïîëó÷àåì

P{γ > t} = pdexp(–µdt) . (П 5.18)

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

P{γ > t} = pdexp(–µdt)  =

= pdexp(–µdt)  =

exp(–µdt)  = exp(– (µd – Λt)]. (П 5.19)

* Ñì. ñíîñêó ê ñ. 000. — Ðåä.
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Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî

Pd = p0 = π 1 – . (П 5.20)

Òàêèì îáðàçîì,
P{γ > t} = π exp[ – (dµ – Λt)]. (П 5.21)

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå t = 0 ôóíêöèÿ P{γ > t} èìååò ðàçðûâ íåïðå-
ðûâíîñòè, ðàâíûé âåðîÿòíîñòè π.
Òåïåðü íåòðóäíî íàéòè è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ W:

W = P{γ > t}dt = π exp[–(dµ – Λ)]dt = , (П 5.22)

ãäå π îïðåäåëåíî ðàíåå â (Ï5.11).
Â ðàçâåðíóòîì âèäå ôîðìóëà äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ

â ìíîãîêàíàëüíîé ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ èìååò âèä

W =  =  + . (П5.23)

Íàì îêàæåòñÿ ïîëåçíûì òàêæå èìåòü âûðàæåíèå äëÿ ÷àñòíî-
ãî ñëó÷àÿ — îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ.
Ñíà÷àëà ïðîâåäåì ïðåäâàðèòåëüíûå âûêëàäêè, óïðîñòèâ âûðà-
æåíèÿ äëÿ p0 è π ïðè d = 1:

p0 =  =  = 1 – ρ, (П5.24)

π =  =  = ρ. (П 5.25)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ îäíîêàíàëüíîé ñèñòåìû âûðàæåíèå
äëÿ ñðåäíåãî âðåìåíè îæèäàíèÿ â âèäå

W =  =  = . (П 5.26)

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðåäïîëîæåíèå îá ýêñïîíåíöèàëüíîñòè
âðåìåíè âîññòàíîâëåíèÿ è î ïóàññîíîâñêîì õàðàêòåðå ïîòîêà îò-
êàçîâ îêàçûâàþòñÿ íà ïðàêòèêå íåïðèåìëåìûìè, ïðèõîäèòñÿ
ïðèáåãàòü ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ.
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